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Rezime: Ajnxtajnova teorija gravitacije uspexno opisuje pojave u Sunqevom
sistemu. Ona takoe predvia postojae crnih rupa, gravitacionih soqiva
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teorija nije dovo	no proverena na velikim kosmiqkim rastojaima. Zbog toga,
posmatramo nelokalnu modifikaciju gravitacije i dobijamo nova rexea za
skalirajui faktor a(t). Takoe, posmatramo i prostorno-vremenske pertur-
bacije de Siterovog prostora.
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gde je R skalarna krivina, Λ kosmoloxka konstanta, Lm lagranijan materije,
g determinanta metriqkog tenzora i G  utnova gravitaciona konstanta (za
brzinu svetlosti se uzima c = 1). Odgovarajuom varijacijom goreg dejstva po





Rgµν = 8π GTµν − Λ gµν ,
gde je Rµν Riqijev tenzor i Tµν tenzor energije-impulsa. U poqetku, ova teorija
je uspexno testirana i potvrena objaxeem anomalnog pomaka perihela
Merkura, savijaem zraka svetlosti pri prolazu pored Sunca i gravitacionim
crvenim pomakom. Ajnxtajnova teorija gravitacije uspexno opisuje pojave u
Sunqevom sistemu. Ona je takoe predvidela postojae crnih rupa, gravita-
cionih soqiva i gravitacionih talase, xto je uspexno opservirano. Meutim
Ajnxtajnova teorija nije dovo	no proverena na velikim kosmiqkim rastoja-
ima ([59, 57, 19, 55, 12, 13, 14, 18, 17]).
Na velikim kosmiqkim rastojaima vasiona je homogena i izotropna, tj.
sve taqke i svi pravci su ravnopravni, pa se koristi Fridman-Robertson-
Vokerova (FRW ) metrika za vasionu kao celinu. Iz uslova da je prostor-vreme
homogeno i izotropno sledi da se moe razloiti na uniju hiperpovrxi Σ(t),
parametrizovanih vremenom t, takvih da je svaka od ih konstantne krivine.
FRW metrika je data formulom









gde konstanta k ima vrednosti 0,±1. Za k = +1 hiperpovrxi Σ(t) su lokalno
izometriqne sa sferom, za k = 0 hiperpovrxi Σ(t) su lokalno izometriqne sa
euklidskim prostorom i za k = −1 hiperpovrxi Σ(t) su lokalno izometriqne
sa hiperboliqkim prostorom. Kada se elementi metriqkog tenzora iz FRW
metrike ubace u Ajnxtajnove jednaqine dobijaju se dve Fridmanove jednaqine
za skalirajui faktor a(t), koji slui za opisivae evolucije vasione.
Ako je Ajnxtajnova teorija gravitacije taqna i za vasionu kao celinu, tada
u vasioni ima oko 95% dodatne materije/energije i samo 5% naxe standardne
(svetlee) materije. Prema podacima astronomske misije Plank, dodatnu ma-
teriju/energiju u vasioni qine tamna energija sa 68% i tamna materija sa
27% ([1]). Tamna materija interaguje gravitaciono, ali i ne elektromagnetno
zbog qega je nevid	iva, i daje mogunost rexea problema velikih orbitalnih
brzina galaksija u jatima galaksija i zvezda u spiralnim galaksijama. Tamna
energija ima negativan pritisak i mogla bi biti energija vakuuma i odgovorna
za ubrzano xiree vasione koje je otkriveno 1998. godine. Poxto Ajnxtajnova
teorija gravitacije nije proverena na velikim kosmiqkim rastojaima, pos-
tojae tamne materije i tamne energije u navedenim procentima treba uzeti
sa rezervom. Pored toga, postojae tamne materije i tamne energije jox nije
eksperimentalno potvreno. Ovo daje povoda da se trae alternativna rexea
u vidu modifikacije Ajnxtajnove teorije gravitacije.
Pokuxaji da se modifikuje Ajnxtajnova teorija gravitacije su poqeli
neposredno po enom objav	ivau. Ti poqetni pokuxaji odnosili su se uglavnom
na mogunosti matematiqke generalizacije Ajnxtajnove teorije gravitacije.
Opxta teorija relativnosti je formulisana 1915. bez Λ qlana, a kosmoloxku
konstantu Λ je dodao Ajnxtajn 1917. xto se moe smatrati prvom uspexnom
modifikacijom. I pored matematiqke lepote ove teorije i enog fenomenoloxkog
uspeha, pokazalo se tokom vremena da ona ima i neke svoje nedostatke. Tako,
na primer, ona ne moe da se kvantuje. Takoe, pod dosta opxtim uslovima,
sadri kosmoloxki singularitet. Bilo bi veoma neobiqno da jedna fiziqka
teorija vai na svim prostorno-vremenskim skalama, od Plankovog rastojaa
(10−35 m) do granica vid	ive vasione (1026 m). Ovakvi problemi i zapaaa
upuuju na traee neke opxtije teorije gravitacije, koja bi sadravala Ajn-
xtajnovu teoriju pod odreenim uslovima. Naroqito tokom poslede decenije
se intenzivno radi na modifikaciji Ajnxtajnove teorije gravitacije pod-
staknuto otkriem ubrzanog xirea vasione, za koje jox ne postoji opxtepri-
hvaeno teorijsko objaxee.
Kosmoloxka modifikacija Ajnxtajnove teorije gravitacije, da bi bila
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prihvaena, treba da sadri sva uspexna svojstva Ajnxtajnove teorije i da
pored toga rexava kosmoloxke probleme. To znaqi da nova teorija gravitacije
treba da sadri princip opxte relativnosti i princip ekvivalencije. Prin-
cip opxte relativnosti glasi: osnovni fiziqki zakon ima istu formu u svim
koordinatnim sistemima. Drugim reqima, svaki fiziqki zakon je invarijan-
tan u odnosu na proizvo	ne diferencijabilne koordinatne transformacije, pa
se moe zapisati u kovarijantnom obliku. Princip ekvivalencije se odnosi
na ekvivalentnost inercione i gravitacione mase i izraava se u vidu ihove
jednakosti. Modifikacija Ajnxtajnove teorije gravitacije praktiqno znaqi
pogodnu izmenu leve strane Ajnxtajnove jednaqine za gravitaciono po	e, tj.
enog geometrijskog sadraja. Stoga je matematiqki okvir za modifikaciju
teorije gravitacije pseudo-Rimanova geometrija.
Postoje brojni pristupi modifikaciji Ajnxtajnove teorije gravitacije.
Meu onima koji privlaqe najvixe pae su F (R) modifikacija i nelokalna
modifikacija. U sluqaju F (R) modifikacije, skalarna krivina R u Ajnxtajn-
Hilbertovom dejstvu SAH je zameena diferencijabilnom funkcijom F (R).
Ovaj pristup je prouqavan za razliqite oblike funkcije F (R) ([59, 57, 41, 42,
20]).
U ovoj disertaciji razmatra se nelokalalna modifikacija Ajnxtajnove teo-
rije gravitacije. Nelokalna modifikacija gravitacije ([38, 11, 15, 16, 33, 54,
56]) je ona modifikacija koja sadri beskonaqno mnogo prostorno-vremenskih
izvoda. Obiqno se uzima u obliku stepenog reda po Dalamberovom operatoru
 = ∇µ∇µ ili egovom inverzu −1. U ovoj disertaciji se nelokalna mod-
ifikacija razmatra sa dodatnim qlanom u lagranijanu u obliku HF()G,
gde su H i G diferencijabilne funkcije skalarne krivine R i F analitiqka
funkcija Dalamberovog operatora. Nelokalnost u ovom obliku izuqavana je
u radovima [2, 3, 6, 28, 26, 27, 25, 29, 30, 31, 25, 32, 23, 24, 43, 45]. Ovaj ob-
lik nelokalne modifikacije inspirisan je nelokalnostima u teoriji struna,
specijalno p-adiqkih skalarnih struna ([37, 35, 36, 4]). Nelokalnost koja
sadri −1 je razmatrana u radovima [21, 39, 46, 47, 5, 53, 57, 65]. Ovaj model
se poklapa sa rezultatima Ajnxtajnove teorije gravitacije na nivou Sunqevog
sistema, ali se ne slae sa posmatraqkim podacima o formirau velikih
kosmiqkih struktura ([64, 22]).
U Glavi 1 se daje pregled osnovnih pojmova pseudo-Rimanove geometrije
neophodnih u da	im razmatraima. Uvode se pojmovi pseudo-Rimanove mno-
gostrukosti, metriqkog tenzora, Rimanove, Riqijeve i skalarne krivine. De-
finixe se i pojam integrala na (orijentabilnoj) pseudo-Rimanovoj mnogo-
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strukosti. Glava 2 sadri Ajnxtajnovu teoriju gravitacije kao i otvorene
kosmoloxke probleme koji predstav	aju osnovnu motivaciju za enu modi-











Izvode se odgovarajue jednaqine kretaa i daju rexea za skalirajui faktor
a(t), koja uglavnom ne sadre kosmoloxke singularitete. Originalni rezul-
tati su dobijeni za modele H(R) = Rp, G(R) = Rq (p, q ∈ Z), H(R) = G(R) =
(R + R0)
m (R0 ∈ R,m ∈ Q) i R = const. U Glavi 4 su dati neki rezultati
koji se odnose na kosmoloxke perturbacije de Siterovog prostora i dati su
neki uslovi pod kojima su te perturbacije stabilne. U Zak	uqku sumirani su
dobijeni rezultati i ukazani neki pravci perspektivnog da	eg istraivaa.
Pri kraju disertacije su dva dodatka: uvod u varijacioni raqun i deta	i





U ovoj glavi uvodimo osnovne pojmove diferencijalne geometrije koji su ne-
ophodni u nastavku. Matematiqki okvir Ajnxtajnove teorije gravitacije i
enih modifikacija je pseudo-Rimanova geometrija. Na poqetku definixemo
pseudo Rimanovu mnogostrukost. Zatim, uvodimo metriqki tenzor, Rimanov
tenzor krivine, Riqijevu i skalarnu krivinu. Na kraju uvodimo i pojam inte-
gracije na mnogostrukosti i navodimo Stoksovu teoremu koja je neophodna za
izvoee jednaqina kretaa u glavi 3. Kao osnovna literatura za ovu glavu
su posluile kige [58] i [34].
1.1 Diferencijabilne mnogostrukosti i glatke
funkcije
Definicija 1.1. Neka jeM topoloxki prostor i U, V ∈M otvoreni skupovi,
n - dimenziona karta naM je ureen par (U, x), gde je x homeomorfizam x : U → Rn.
Dve karte (U, x), (V, y) su kompatibilne ako je preslikavae x ◦ y−1 : Rn → Rn
glatko.
Kartu (U, x) emo, u da	em tekstu, krae obeleavati sa x. Koordinatne
funkcije karte x su xi = x ◦ ui gde su u0, u1, . . . , un−1 koordinatne funkcije na
Rn. Za ovu kartu kaemo da je karta u taqki p ako je p ∈ U .
Definicija 1.2. Atlas A dimenzije n na toploxkom prostoru M je skup n -
dimenzionih karti na M takav da vai
1. za svaku taqku p ∈M postoji karta (U, x) takva da je p ∈ U ,
2. svake dve karte (U, x), (V, y) ∈ A su kompatibilne.
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Definicija 1.3. Atlas A dimenzije n je maksimalan ako je proizvo	na karta
(U, x) ∈ A na M kompatibilna sa svakom kartom iz A.
Lema 1.1. Svaki atlas A dimenzije n na topoloxkom prostoru M odreuje
jedinstven maksimalni atlas.
Definicija 1.4. Glatka mnogostrukost dimenzije n (u da	em tekstu "mno-
gostrukost") je Hausdorfov topoloxki prostor koji je snabdeven maksimalnim
atlasom dimenzije n. Broj n se naziva dimenzija mnogostrukosti M i pixemo
n = dimM .
Neka je na mnogostrukostiM data karta (U, x) i realna funkcija f : M → R.
Funkcija f ◦ x−1 : x(U)→ R naziva se koordinatna reprezentacija funkcije f
u karti (x, U).
Definicija 1.5. Neka je M mnogostrukost i f : M → R. Tada za funkciju
f kaemo da je glatka ako je za svaku kartu (U, x) koordinatna reprezentacija
f ◦ x−1 glatka funkcija. Skup svih glatkih funkcija na M obeleavamo sa
RM .
Lako se pokazuje da skup RM ima strukturu prstena u odnosu na uobiqajene
operacije sabiraa i mnoea funkcija taqka po taqka. Ovako definisan po-
jam glatkosti uopxtava se na sluqaj preslikavaa izmeu dve mnogostrukosti:
Definicija 1.6. Neka su M1 i M2 mnogostrukosti dimenzija n1 i n2 respek-
tivno. Funkcija f : M1 → M2 je glatka ako za svaku kartu (U, x) na M1 i
svaku kartu (V, y) na M2 funkcija y ◦ f ◦ x−1 : x(U) → Rn2 glatka,tamo gde je
kompozicija definisana.
Glatka funkcija f je difeomorfizam ako ima inverznu funkciju f−1, koje je
takoe glatka.
1.2 Tangentni vektori
Definicija 1.7. Neka je M mnogostrukost i p ∈ M taqka na M . Tangentni
vektor Xp na M u taqki p je funkcional Xp : RM → R koji zadovo	ava:
1. Xp(αf + βg) = αXp(f) + βXp(g),
2. Xp(fg) = Xp(f)g + fXp(g),
za svako α, β ∈ R, f, g ∈ RM . Skup svih tangentnih vektora u taqki p se
obeleava sa TpM .
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Definicija 1.8. Neka je x = (x0, x1, . . . , xn−1) karta na mnogostrukosti M u






(x(p)), 0 ≤ i ≤ n− 1.





se moe pokazati da je tangentni vektor na M u taqki p. Xtavixe, vai i
sledea teorema
Teorema 1.1. Ako je x karta na M u taqki p tada je TpM vektorski prostor
dimenzije n i vektori ∂0|p, ∂1|p, . . . , ∂n−1|p qine jednu egovu bazu.
Definicija 1.9. Tangentno raslojee mnogostrukosti M je skup
TM = {(p,Xp)|p ∈M,Xp ∈ TpM}.
Prirodna projekcija π : TM →M se definixe sa π(p,Xp) = p. Takoe uvedimo
i projekciju τ : TM → ∪p∈MTpM takvu da je τ(p,Xp) = Xp.
Tangentno raslojee TM se na prirodan naqin moe snabdeti strukturom
mnogostrukosti dimenzije 2n. Neka je (U, x) jedna karta na M u taqki p i
(p,Xp). Definiximo preslikavae x̄ : π
−1(U)→ R2n
x̄ = (x0 ◦ π, x1 ◦ π, . . . , xn−1 ◦ π, ẋ0, ẋ1, . . . , ẋn−1)
gde je ẋi : π−1(U)→ R dato sa ẋi(Xp) = Xp(xi). Ovim je definisana jedna karta
(π−1(U), x̄) na TM . Ako je A atlas mnogostrukosti M , moe se pokazati da je
skup {(π−1(U), x̄)|(U, x) ∈ A} atlas na TM .
Dualan prostor tangentnog prostora TpM nazivamo kotangentni prostor
mnogostrukosti M u taqki p (u oznaci TpM
?).  egove elemente nazivamo
kotangentnim vektorima na M u taqki p. Analogno definiciji tangentnog
raslojea definixemo i kotangentno raslojee
Definicija 1.10. Kotangentno raslojee mnogostrukosti M je skup
TM? = {(p, ωp)|p ∈M,ωp ∈ TpM?}.
Prirodna projekcija π? : TM? → M se definixe sa π?(p, ωp) = p. Takoe




Neka su M1 i M2 mnogostrukosti dimenzija n1 i n2 respektivno i f : M1 →M2
glatka funkcija. Izaberimo taqku p ∈M1 i tangentni vektor Xp ∈ TpM . Neka
je q = f(p), tada definixemo preslikavae Yq : RM2 → R sa
Yq(h) = Xp(h ◦ f).
Dokaimo prvo da je Yq tangentni vektor na M2 u taqki q. Zaista, za svako
h, k ∈ RM2 i α, β ∈ R imamo
Yq(αh+ βk) = Xp((αh+ βk) ◦ f) = Xp(αh ◦ f + βk ◦ f) = αYq(h) + βYq(k),
Yq(hk) = Xp(hk ◦ f) = Xp((h ◦ f)(k ◦ f))
= k(f(p))Xp(h ◦ f) + h(f(p))Xp(k ◦ f) = k(q)Yq(h) + h(q)Yq(k).
Definicija 1.11. Neka je f : M1 → M2 glatka funkcija. Tada je izvod
funkcije f u taqki p ∈ M1 preslikavae dfp : TpM1 → Tf(p)M2 definisano sa
dfp(Xp)(h) = Xp(h ◦ f) (Xp ∈ TpM1 i h ∈ RM2).
Ovako definisano preslikavae dfp je linearan operator. Ako je x karta






















odreuju bazu u TqM2. U









Definicija 1.12. Vektorsko po	eX na mnogostrukostiM je glatka funkcija
X : M → TM takva da je π ◦ X = id. Skup svih vektorskih po	a na M
obeleavamo sa XM .
Ovu definiciju moemo interpretirati tako da je svakoj taqki p ∈ M
dode	en tangentni vektor Xp ∈ TpM . Ako je f ∈ RM onda definixemo
Xf ∈ RM sa
(Xf)(p) = Xp(f), p ∈M.
Ako su X, Y ∈ XM onda sabirae i mnoee funkcijom f ∈ RM defini-
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xemo taqka po taqka (p ∈M)
(X + Y )p = Xp + Yp,
(fX)p = f(p)Xp.
U odnosu na ove operacije XM ima strukturu modula nad prstenom RM .
Neka je (U, x) karta na M . Tada se na U , za svako 0 ≤ i ≤ n − 1, moe
definisati vektorsko po	e ∂i koje taqki p dode	uje tangentni vektor ∂i|p. Iz






Definicija 1.13. Derivacija na RM je preslikavae D : RM → RM koje
zadovo	ava (α, β ∈ R, f, g ∈ RM)
1. R - linearnost D(αf + βg) = αD(f) + βD(g),
2. Lajbnicovo pravilo D(fg) = fD(g) +D(f)g.
Ako je dato vektorsko po	eX ∈ XM , onda iz definicije tangentnog vektora
sledi da je preslikavae f 7→ X(f) jedna derivacija na RM . Obratno ako je
data derivacija D, tada ona odreuje preslikavae Xp(f) = D(f)(p). Svojstva
1 i 2 garantuju da je Xp tangentni vektor u taqki p, odnosno X vektorsko po	e
na M . Na ovaj naqin smo uspostavili bijekciju izmeu vektorskih po	a na M
i derivacija na RM . Koristei ovu interpretaciju vektorskih po	a dobijamo
sledeu definiciju.
Definicija 1.14. Komutator vektorskih po	a X, Y ∈ XM je vektorsko po	e
[X, Y ] = XY − Y X.
Osobine komutatora su navedene u sledeoj lemi.
Lema 1.2. Za svako α, β ∈ R, f, g ∈ RM i X, Y, Z ∈ XM vai
[αX + βY, Z] = α[X,Z] + β[Y, Z],
[X,αY + βZ] = α[X, Y ] + β[X,Z],
[X, Y ] = −[Y,X],
[X,X] = 0,
[X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X, Y ]] = 0,
[fX, gY ] = fg[X, Y ] + f(X(g))Y − g(Y (f))X.
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Primetimo da za proizvo	nu kartu x i dva koordinatna vektorska po	a ∂i
i ∂j komutiraju, tj. [∂i, ∂j] = 0.
1.5 Tenzori
Neka su V1, V2, . . . , Vs,W moduli nad prstenom K. Tada je Dekartov proizvod
V1×V2×. . .×Vs takoe modul nad prstenomK. Za funkciju A : V1×V2×. . .×Vs →
W kaemo da je K− linearna ako je linearna po svakom od s argumenata, tj za
svako 1 ≤ i ≤ s vai
A(v1, . . . , vi−1, αv + βw, vi+1, . . . , vs) =
αA(v1, . . . , vi−1, v, vi+1, . . . , vs) + βA(v1, . . . , vi−1, w, vi+1, . . . , vs)
Skup svih linearnih funkcionala nad modulom V se obeleava sa V ? i
naziva dualni modul modula V .
Definicija 1.15. Neka su r, s celi nenegativni brojevi i V modul nad prstenom
K.
Ako je rs 6= 0, onda je tenzor tipa (r, s) na modulu V , K− linearno preslika-
vae A : (V ?)r × V s → K.
Ako je r = 0, s 6= 0, onda je tenzor tipa (0, s) na modulu V , K− linearno pres-
likavae A : V s → K.
Ako je s = 0, r 6= 0, onda je tenzor tipa (r, 0) na modulu V , K− linearno pres-
likavae A : (V ?)r → K.
Tenzor tipa (0, 0) na modulu V je element prstena K.
Skup svih tenzora tipa (r, s) na V obeleavamo sa TrsV .
Primeri primene prethodne definicije su K = RM i V = XM , odnosno
K = R i V = TpM . Prvi od ih nam daje sledeu definiciju
Definicija 1.16. Tenzorsko po	e tipa (r, s) na mnogostrukosti M je tenzor
tipa (r, s) na modulu XM . Skup TrsXM krae obeleavamo sa T
r
sM .
Tenzore tipa (0, s) (s > 0) nazivamo kovarijantnim, a tenzore tipa (r, 0)
(r > 0) nazivamo kontravarijantnim. Tenzore tipa (r, s) (rs 6= 0) nazivamo
mexovitim.
Neka su A ∈ TrsM i B ∈ Tr
′
s′M tenzorska po	a naM , onda je ihov proizvod
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A⊗B tenzorsko po	e reda (r + r′, s+ s′) definsano sa
(A⊗B)(ω1, ω2, . . . , ωr+r′ , X1, X2, . . . , Xs+s′)
= A(ω1, ω2, . . . , ωr, X1, X2, . . . , Xs)B(ω
r+1, ωr+2, . . . , ωr+r
′
, Xs+1, Xs+2, . . . , Xs+s′).
Ako je jedan od faktora tenzor tipa (0, 0) odnosno funkcija f : M → R onda je
A⊗ f = f ⊗ A = fA.
Ovako definisana operacija mnoea tenzora je RM bilinearna i asocija-
tivna, ali ne i komutativna. Primetimo takoe da komutativnost vai u
sluqaju da je jedan od faktora kovarijantan a drugi kontravarijantan. Funkcije
f : M → R komutiraju sa svim tenzorima tj. za svaka dva tenzora A i B vai
fA⊗B = A⊗ fB = f(A⊗B).
Neka je X ∈ XM vektorsko po	e. Uvedimo preslikavae X̄ : XM? → RM ,
formulom X̄(ω) = ω(X). Preslikavae X̄ je RM− linearno i predstav	a
jedno tenzorsko po	e tipa (1, 0). S druge strane, svako tenzorsko po	e tipa
(1, 0) se dobija ovom konstrukcijom i pixemo T10M = XM . Dualno, ako poemo
od 1− forme ω ∈ XM?, preslikavae X 7→ ω(X) definxe tenzorsko po	e ω̄
tipa (0, 1) na M . Preslikavae ω 7→ ω̄ je jedan izomorfizam prostora XM? i
T01M .
RM− linearno preslikavae A : XM s → XM generixe tenzorsko po	e Ā
tipa (1, s) na sledei naqin
Ā(ω,X1, X2, . . . , Xs) = ω(A(X1, X2, . . . , Xs)).
Tada, i za samo preslikavae A kaemo da je tenzorsko po	e (tipa (1, s)) i
koristimo ovu identifikaciju kada je neophodno.
Lema 1.3. Neka je (U, x) karta na M . Tada se svako tenzorsko po	e A ∈ TrsM
moe na jedinstven naqin predstaviti u obliku
A =
∑
Ai1...irj1...js∂i1 ⊗ . . . ∂ir ⊗ dx
j1 ⊗ . . .⊗ dxjs .
U prethodnoj formuli se podrazumeva sumirae po svim indeksima od 0 do
n− 1, n = dimM .
17
Ivan Dimitrijevi
1.6 Diferencijalne 1− forme
Diferencijalne 1− forme na mnogostrukostiM su objekti dualni vektorskim
po	ima. Dualni prostor TpM
∗ tangentnog prostora TpM se naziva kotangentni
prostor mnogostrukosti M u taqki p. Elementi prostora TpM
∗ se nazivaju i
kovektori a predstav	aju linearna preslikavaa iz TpM u po	e R.
Definicija 1.17. Diferencijalna 1− forma θ na mnogostrukostiM je fun-
kcija koja svakoj taqki p pridruuje element θp kotangentnog prostora TpM
∗.
Za diferencijalnu 1− formu θ na mnogostrukosti M i vektorsko po	e
X ∈ XM , definixemo θX ∈ RM sa (θX)(p) = θp(Xp). Diferencijalna forma
θ je glatka ako je θX glatko za svako X ∈ XM .
Neka je XM∗ skup svih glatkih diferencijalnih 1− formi naM . Na skupu
XM∗ se prirodno uvodi struktura modula nad RM .
Definicija 1.18. Izvod funkcije f ∈ RM je diferencijalna 1− forma df
takva da vai (df)(X) = X(f) za svaki tangentno vektorsko po	e X ∈ XM .
Neka je (U, x) karta naM i x = (x0, . . . , xn−1). Bazu dualnu bazi (∂0, . . . , ∂n−1)
obeleavamo sa (dx0, . . . , dxn−1). Iz linearne algebre znamo da je dxi(∂j) = δ
i
j.













Lema 1.4. Neka su f, g ∈ RM i h : R→ R glatka funkcija. Izvod d : RM → XM∗
ima sledea svojstva:
1. d je R−linearno,
2. d(fg) = g df + f dg (Lajbnicovo pravilo),
3. d(h(f)) = h′(f)df .
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1.7 Metrika
Posmatrajmo prvo proizvo	an (konaqnodimenzioni) vektorski prostor V . Bi-
linearna forma B na V je preslikavae B : V × V → R, koje je R− linearno
po oba argumenta. Bilinearna forma B je simetriqna ako je B(x, y) = B(y, x).
Definicija 1.19. Neka je B simetriqna bilinearna forma na vektorskom
prostoru V . Tada kaemo da je B
• pozitivno (negativno) definitna ako je za svako v 6= 0, B(v, v) > 0(< 0).
• pozitivno (negativno) semidefinitna ako je za svako v, B(v, v) ≥ 0(≤ 0).
• nedegenerisana ako je (∀x)B(x, y) = 0⇒ y = 0.
Definicija 1.20. Indeks simetriqne bilinearne forme B na V je maksi-
malna dimenzija potprostora W takvog da je restrikcija forme B na W neg-
ativno definitna.
Lema 1.5. Simetriqne bilinearna forma B na V je nedegenerisana ako je
ena matrica u jednoj (a time i bilo kojoj) bazi prostora V invertibilna.
Definicija 1.21. Skalarni proizvod na V je nedegenerisana simetriqna
bilinearna forma g.
Za vektore v, w ∈ W kaemo da su ortogonalni ako je g(v, w) = 0. Or-
togonalni komplement potprostora W je skup svih vektora v koji su ortogo-
nalni na sve vektore potprostora W , tj. W⊥ = {v ∈ V |(∀w ∈ W )g(v, w) = 0}.
Potprostor W je nedegenerisan ako je restrikcija skalarnog proizvoda g|W
nedegenerisana.
Lema 1.6. Neka jeW potprostor vektorskog prostora V i g skalarni proizvod
na V . Tada je
1. dimW + dimW⊥ = dimV ,
2. (W⊥)⊥ = W ,
3. W je nedegenerisan potprostor akko je V = W ⊕W⊥.
Baza e1, e2, . . . en vektorskog prostora je ortogonalna ako je g(ei, ej) = 0 za
svako i 6= j. Baza e1, e2, . . . en je ortonormirana ako je ortogonalna i |g(ei, ei)| =
1, za sve i = 1, . . . n.
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Lema 1.7. Neka je V 6= {0} netrivijalan vektorski prostor i g skalarni
proizvod na V , tada postoji ortonormirana baza.
Lema 1.8. Neka je e1, e2, . . . en ortonormirana baza prostora V i εi = g(ei, ei).





Lema 1.9. Neka je V 6= {0} netrivijalan vektorski prostor, g skalarni
proizvod na V i e1, e2, . . . en ortonormirana baza. Indeks skalarnog proizvoda
g je jednak broju baznih vektora ei tako da je g(ei, ei) = −1.
Indeks prostora V je indeks skalarnog proizvoda g koji je na emu defi-
nisan.
Definicija 1.22. Metriqki tenzor g na mnogostrukosti M je simetriqno,
nedegenerisano tenzorsko po	e tipa (0, 2) sa konstantnim indeksom. Pseudo-
Rimanova mnogostrukost je mogostrukost na kojoj je definisam metriqki ten-
zor g.
Definicija 1.23. Tangentni vektor vp 6= 0 ∈ TpM je
• prostorni ako je gp(vp, vp) > 0.
• izotropan ako je gp(vp, vp) = 0 i v 6= 0.
• vremenski ako je gp(vp, vp) < 0.
1.8 Povezanost
Definicija 1.24. Povezanost ∇ na glatkoj mnogostrukosti M je funkcija
∇ : XM × XM → XM takva da za svako f ∈ RM vai:
(P1) ∇XY je RM− linearna po X,
(P2) ∇XY je R− linearna po Y ,
(P3) ∇X(fY ) = (Xf)Y + f∇XY .
∇XY naziva se kovarijantni izvod vektorskog po	a Y u pravcu vektorskog
po	a X za povezanost ∇.
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Prema aksiomi (P1) vidimo da je∇XY tenzor po X, a aksioma (P3) pokazuje
da nije tenzor po Y . Dakle preslikavae ∇ nije tenzor.
Teorema 1.2. Za X ∈ XM , neka je X∗ diferencijalna forma na M tako da
X∗(Y ) = 〈X, Y 〉 za svako Y ∈ XM.
Tada je preslikavae X 7→ X∗ jedan RM-linearni izomorfizam iz XM u XM∗.
Tako smo uspostavili kanonski izormorfizam izmeu skupa vektorski po	a
i diferencijalnih formi. Par X,X∗ nazivamo metriqki ekvivalentnim.
Teorema 1.3. Na mnogostrukostiM postoji jedinstvena povezanost∇ takva
da za svako X, Y, Z ∈ XM vai:
(P4) [X, Y ] = ∇XY −∇YX, i
(P5) X〈Y, Z〉 = 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉.
∇ se zove Levi-Qivita povezanost na M . Levi-Qivita povezanost se
moe izraqunati na osnovu Kozulove formule:
2〈∇XY, Z〉 = X〈Y, Z〉+ Y 〈Z,X〉 − Z〈X, Y 〉
− 〈X, [Y, Z]〉+ 〈Y, [Z,X]〉+ 〈Z, [X, Y ]〉.
Definicija 1.25. Neka je (U, x) karta na mnogostrukosti M . Kristofelovi





Γkij∂k (0 ≤ i, j ≤ n− 1).






















gde je (gij) metriqki tenzor.
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Koristei kanonski izomorfizam diferencijalnih formi i vektorskih po	a,
pixemo i ∇Xθ = (∇XY )∗ gde je X ∈ XM , i θ = Y ∗ ∈ XM∗.
Vektorsko po	e X je paralelno ako su egovi kovarijantni izvodi ∇YX
jednaki nuli za svako Y ∈ XM . Sledee dve definicije proxiruje pojam
kovarijantnog diferenciraa sa skupa XM na RM i TrsM .
Definicija 1.26. Kovarijantni diferencijal funkcije f ∈ RM je (X ∈ XM)
∇f(X) = ∇Xf = Xf = df(X).
Definicija 1.27. Kovarijantni diferencijal tenzora T ∈ TrsM je (r, s + 1)
tenzor ∇T takav da
∇T (θ0, . . . , θr−1, X0, . . . , Xs−1, V ) = ∇V T (θ0, . . . , θr−1, X0, . . . , Xs−1)
= V
(









T (θ0, . . . , θr−1, X0, . . . Xj−1,∇VXj, . . . , Xs−1),
za sve V,X0, . . . , Xs−1 ∈ XM i θ0, . . . , θr−1 ∈ XM∗
U specijalnom sluqaju r = s = 0 kovarijantni diferencijal trenzora tipa
(0, 0), tj. funkcije se poklapa sa definicijom 1.26.
Kao i za vektorska po	a, za tenzorsko po	e T kaemo da je paralelno ako
je egov kovarijantni diferencijal jednak nuli, tj. ako je ∇XA = 0 za svako
X ∈ XM . Koristei Lajbnicovo pravilo dobijamo da je metriqki tenzor g
paralelan zbog aksiome (P5).
Za T ∈ TrsM komponente od ∇T u odnosu na koordinatni sistem oznaqimo
22
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Lema 1.10. Neka je M data mnogostrukost i ∇ Levi-Qivita povezanost na
oj. Funkcija R : XM3 → XM definisana sa
R(X, Y )Z = [∇X ,∇Y ]Z −∇[X,Y ]Z
je (1, 3) tenzorsko po	e na M koje se zove Rimanov tenzor krivine mnogostru-
kosti M .
Ako fiksiramo taqku p ∈M dobijamo operator krivine, koji za fiksirano
X, Y ∈ TpM preslikava Z 7→ R(X, Y )Z. Najvaije osobine ovog operatora su
date u sledeoj teoremi
Teorema 1.5. Neka je X, Y, Z, V,W ∈ TpM .Tada vai:
1. R(X, Y ) = −R(Y,X),
2. 〈R(X, Y )Z,W 〉 = −〈R(X, Y )W,Z〉,
3. R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0 (prvi Bjankijev identitet),
4. 〈R(X, Y )Z,W 〉 = 〈R(Z,W )X, Y 〉,
5. (∇ZR)(X, Y ) + (∇XR)(Y, Z) + (∇YR)(Z,X) = 0 (drugi Bjankijev iden-
titet).



















1.10 Podizae i spuxtae indeksa
Neka je T ∈ TrsM , 0 ≤ a ≤ r − 1 i 0 ≤ b ≤ s − 1 celi brojevi. Definixemo
preslikavae Lab : T
r
sM → Tr−1s+1M tako da je
(LabT )(θ
0, . . . , θr−2, X0, . . . , Xs)
= T (θ0, . . . , X∗b , . . . , θ
r−2, X0, . . . , Xb−1, Xb+1, . . . , Xs),
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Na desnoj strani jednakosti izbaqeno je b-to vektorsko po	e, a ubacili smo
emu metriqki ekvivalentnu diferencijalnu 1− formu na a-to mesto meu
diferencijalnim formama.
Kao primer, uzmimo tenzor krivine R koji je tipa (1, 3). Tada je L11R ten-
zorsko po	e tipa (0, 4) takvo da je (L11R)(X, Y, Z,W ) = R(X
∗, Y, Z,W ). U karti
x, diferencijalna forma dualna sa ∂i je
∑n−1
j=0 gijdx
j. Prema tome vai
Rijkl = (L
1













Preslikavae Lab se naziva spuxtae indeksa. Dobro je definisana i in-
verzno preslikavae Uab koja izbacuje a-tu diferencijalnu 1− formu i ubacuje
oj metriqki ekvivalentno vektorsko po	e na b-to mesto izmeu vektorskih
po	a. Preslikavae Uab naziva se podizae indeksa. Na primer, ako poemo
od tenzora krivine tipa (1, 3) i primenimo U21 dobijamo tenzor tipa (2, 2) koji
je definisan sa
(U21R)(dx
i, dxj, ∂k, ∂l) = R(dx
i, (dxj)∗, ∂k, ∂l)







Za tenzore koji nastaju spuxtaem i podizaem indeksa kaemo da su
metriqki ekvivalentni polaznom tenzoru i qesto koristimo istu oznaku (sa
promeenim rasporedom indeksa).
Uvodimo treu operaciju na tenzorima, metriqku kontrakciju Cab : T
r
sM →

















Analogno, moe se definisati kontrakcija po paru kontravarijantnih in-
deksa a, b Cab : TrsM → Tr−2s M , zamenom gpq sa gpq. Takoe, analogno se uvodi i
kontrakcija po paru indeksa razliqitog tipa Cab : T
r
sM → Tr−1s−1M , zamenom gpq
sa gpq = δ
p
q .
Lema 1.12. Kovarijantni izvodi (u odnosu na Levi-Qivita povezanost) ∇X
i kovarijantni diferencijal ∇ komutiraju sa spuxtaem, podizaem in-
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deksa i kontrakcijama.
1.11 Riqijeva i skalarna krivina
Riqijev tenzor definixemo kao kontrakciju C13 tenzora krivine R:
Definicija 1.28. Neka je R Rimanov tenzor krivine na M . Riqijev tenzor






Qesto se u literaturi za Riqijev tenzor koristi ista oznaka R kao i za
tenzor krivine. Zbog simetrija tenzora krivine R jedine nenula kontrakcije
su ±Ric. Primetimo da vai i Ric(X, Y ) = Tr{V 7→ RXV Y }.
Lema 1.13. Riqijev tenzor krivine Ric je simetriqan.
ZaM kaemo da je Riqi ravna ako je en Riqijev tenzor jednak nuli. Ravna
mnogostrukost je Riqi ravna, dok obrnuto ne vai.








Uvodimo i Ajnxtajnov tenzor koji ima veliku primenu u teoriji grav-
itacije.
Definicija 1.30. Ajnxtajnov tenzor na mnogostrukosti M je G = Ric−1
2
Rg.
Na kraju ovog ode	ka navodimo jox neke osobine krivinskih tenzora koje
e biti potrebne kasnije.
Lema 1.14. Neka je x proizvo	na karta na mnogostrukosti M . Tada je
(X ∈ XM , S ∈ RM)
1. ∇iRij = ∇jR,
2. [∇i,∇j]Xk = −RlkijXl,
3. [,∇i]S = Rij∇jS,
gde je ∇i = ∇∂i i  = ∇i∇i.
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1.12 Integracija na mnogostrukostima





tora V imaju istu orijentaciju ako za matricu prelaska sa jedne na drugu bazu
A vai detA > 0. One imaju suprotnu orijentaciju ako je detA < 0. Ovim je
defisana jedna relacija ekvivalencije na skupu svih baza prostora V . Postoje
taqno dve klase ekvivalencije, koje se zovu orijentacije od V . Orijentaciju
koja sadri e0, ..., en−1 oznaqimo sa [e0, ..., en−1].
Neka je (U, x) karta na M , posmatrajmo preslikavae λx koje svakoj taqki
mnogostrukosti p dode	uje jednu orijentaciju tangentnog prostora TpM
λx(p) = [∂0|p, ..., ∂n−1|p]
Orijentacija λ mnogostrukosti M pridruuje svakoj taqki p ∈ M ori-
jentaciju λ(p) od TpM i za svako p ∈ M postoji okolina U taqke p i karta
(U, x) takva da je λ|U = λx. Mnogostrukost je orijentabilna ako postoji ori-
jentacija od M . Na primer, Rn je orijentabilan jer se u svakoj taqki moe
izabrati kanonska baza.
Kaemo da je baza v0, ..., vn−1 prostora TpM pozitivno orijentisana ako
vai [v0, ..., vn−1] = λ(p). Sliqno, za kartu (U, x) kaemo da je pozitivno ori-
jentisana ako vai λx = λ na U .
Ako su (U, x) i (V, y) dve karte na M (U ∩ V 6= ∅), definiximo




Tada karte (U, x) i (V, y) odreuju istu orijentaciju akko J(x, y) > 0.
Kaemo da je familija {fα} diferencijabilnih funkcija fα : M → R
razbijae jedinice ako je:
1. Za svako α, fα ≥ 0 i postoji karta (U, x) na M , takva da je nosaq od fα
podskup od U
2. Za svaku taqku p ∈ M postoji okolina U takva da je U ∩ Vα neprazan za





α fα(p) = 1, za svako p ∈ M (u ovoj sumi samo konaqno mnogo sabiraka
je razliqito od nule, pa nema potrebe ispitivati konvergenciju).
Kae se da je razbijae jedinice {fα} potqiena pokrivaqu {Vα}.
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Definisaemo integral diferencijalne forme (sa kompaktnim nosaqem)
na orijentabilnoj mogostrukosti. Neka je n = dimM i neka je {(Uα, xα)} jedan
atlas na M .














gde {ρα} predstav	a razbijae jedinice potqieno pokrivaqu {Uα}.
Moe se pokazati da ova definicija ne zavisi od izbora pokrivaqa {Uα} i
razbijaa jedinice {ρα}.
Sledei pojam koji elimo da defixemo je mnogostrukost sa granicom
(krajem). Obeleimo saHn "gori poluprostor" u Rn, tj. Hn = {x ∈ Rn|xn ≥ 0}.
Definicija 1.32. SkupM se zove glatka mnogostrukost sa granicom (krajem)
ako postoji atlas {(Uα, xα)}, xα : Uα → Vα, gde je Vα ⊂ Hn otvoren skup tako da
su funkcije prelaska
xβ ◦ x−1α : xα(Uα ∩ Uβ)→ xβ(Uα ∩ Uβ)
glatke. Za taqku p ∈M kaemo da je unutraxa taqka ako je xnα(p) > 0, odnosno
graniqna ako je xnα(p) = 0.
Definicija 1.33. Skup graniqnih taqaka u oznaci ∂M se zove granica (kraj)
mnogostrukosti.
Teorema 1.6 (Stoks). Ako je ω (n− 1)-forma sa kompaktnim nosaqem na ori-
jentisanoj mnogostrukosti M dimenzije n i ako je granica ∂M snabdevena









Savremena teorija gravitacije je Ajnxtajnova opxta teorija relativnosti,
formulisana krajem 1915. godine. To je relativistiqka teorija zasnovana na
dva principa: princip opxte relativnosti i princip ekvivalencije. Prin-
cip opxte relativnosti glasi: svaki fiziqki zakon ima istu formu u svim
koordinatnim sistemima. Drugim reqima, osnovni fiziqki zakon je invari-
jantan u odnosu na proizvo	ne diferecijabilne koordinatne transformacije,
pa se time moe zapisati u kovarijantnom obliku u odnosu na proizvo	ne
koordinate. Drugi princip je princip ekvivalentnosti koji zahteva da su
inerciona i gravitaciona masa svih tela jednake. Ovaj princip potiqe od
Galileja, koji je tvrdio da sva tela u vakuumu padaju istom brzinom (ako su
poqetni uslovi isti). Princip ekvivalentnosti je dosta dobro eksperimen-
talno potvren. Matematiqkim jezikom, princip ekvivalentnosti kae da se
uvek moe izabrati koordinatni sistem koji je lokalno prostor Minkovskog.
Ajnxtajn je, sa ova dva principa, kretae u gravitacionom po	u opisao kre-
taem po pseudo-Rimanovoj mnogostrukosti.
Opxta teorija relativnosti se u graniqnom sluqaju nerelativistiqkih
brzina, slabih i sporo promen	ivih gravitacionih po	a svodi na  utnovu
teoriju.












gde je R skalarna krivina, Λ kosmoloxka konstanta, G utnova gravitaciona
konstanta, g determinanta metriqkog tenzora (tj. tenzora gravitacionog po	a)
i Lm Lagranijan materije. Jednaqine kretaa dobijaju se varijacijom po
metriqkom tenzoru (gµν).
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Tµν − Λgµν . (2.2)
U da	em izlagau koristiemo prirodni sistem jedinica u kojem je brzina
svetlosti c = 1.
Na levoj strani jednaqine (2.2) je Ajnxtajnov tenzor koji opisuje geometriju
pseudo-Rimanove mnogostrukosti M . Desna strana sadri tenzor energije-
impulsa Tµν , koji opisuje raspodelu materije, i kosmoloxku konstantu Λ koja
predstav	a gustinu energije vakuuma.
Na velikim kosmiqkim rastojaima (veim od 100Mpc, Mpc oznaqava mega-
parsek i 1Mpc ≈ 3.08 1022m) vasiona je homogena i izotropna. Homogenost
znaqi da su sve fiziqke osobine iste u svim taqkama, a izotropnost zahteva da
fiziqke osobine ne zavise od pravca u kome se posmatra. Izotropnost u svakoj
taqki povlaqi homogenost, ali obratno ne vai.
Za pseudo-Rimanovu mogostrukost M kaemo da je homogena ako postoji
glatko i tranzitivno dejstvo grupe G na M . Dejstvo grupe G na M je presli-
kavae G×M →M , (g, p)→ g · p takvo da vai
• g · (h · p) = (gh) · p, g, h ∈ G, p ∈M i
• e · p = p, e je neutral grupe G i p ∈M .
Dejstvo je tranzitivno ako za svake dve taqke p, q ∈ M postoji g ∈ G tako
da je g · p = q. Neka je Gp = {g ∈ G|g · p = p}. Mnogostrukost M je izotropna
ako postoji tranzitivno dejstvo grupe Gp na skupu jedniqnih vektora u TpM .
Postoje taqno tri tipa homogenih i izotropnih prostora dimenzije 3 koji
su prosto povezani:
• sfera S3 (konstantne pozitivne krivine),
• ravan prostor R3 (krivina je jednaka nuli),
• hiperboliqki prostor H3 (konstantne negativne krivine).
Rastojae u ovim prostorima se opisuje Fridman-Robertson-Vokerovom met-
rikom (FRW )




+ r2dθ2 + r2 sin2 θdϕ2
)
, (2.3)
gde uzimamo jedinice tako da je brzina svetlosti c = 1, a(t) je skalirajui
faktor koji opisuje evoluciju vasione i parametar k opisuje krivinu prostora.
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Za k = +1 dobijamo zatvoren prostor konstantne krivine (sferu), za k = 0
dobija se ravan prostor i za k = −1 dobija se hiperboliqki prostor konstantne
negativne krivine.
U specijalnom sluqaju k = 0 i a(t) = const dobijamo metriku prostora
Minkovskog, koja se u dekartovim koordinatama zapisuje
ds2 = −dt2 + dx2 + dy2 + dz2. (2.4)
U sluqaju k = 0 i a(t) = eλt dobijamo de Siterov prostor.
Materija se, u kosmoloxkim razmatraima, uglavnom opisuje idealnim flu-
idom. Tenzor energije-impulsa za idealni fluid se zadaje sa
T = diag(−ρg00, g11p, g22p, g33p), (2.5)
gde su ρ i p respektivno gustina energije i pritisak. Primetimo da je trag
tenzora energije-impulsa T = T µµ = −ρ+ 3p.
Pre razmatraa Ajnxtajnovih jednaqina, iz nulte komponente jednaqine
odraa dobijamo




Sada biramo jednaqinu staa, koja zadaje vezu izmeu gustine ρ i pritiska p.
U kosmologiji se za idealni fluid uzima jednaqina
p = wρ, (2.7)
gde je w konstanta. Jednaqina (2.6) postaje
ρ̇
ρ
= −3(1 + w) ȧ
a
. (2.8)
Integracijom ove jednaqine dobijamo
ρ = Ca−3(1+w). (2.9)
Dva najpoznatija primera materije u kosmologiji su kosmiqka praxina i
radijacija. Kosmiqka praxina je nerelativistiqka materija, bez sudara, za
koju je w = 0 (primeri su zvezde i galaksije izmeu kojih je pritisak zane-
mar	iv u odnosu na gustinu energije). U ovom sluqaju gustina energije opada
kao ρ = Ca−3, xto se tumaqi tako da gustina opada kako se prostor xiri.
Radijacija opisuje elektromagnetno zraqee ili masivne qestice koje se
kreu brzinama bliskim brzini svetlosti. Tenzor energije impulsa se za radi-
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Gustina energije u ovom modelu opada kao ρ = Ca−4. Gustina fotona opada kao
a−3, kao i u sluqaju kosmiqke praxine, ali i sami fotoni gube energiju zbog
crvenog pomaka. U ovom trenutku odnos gustine materije i gustine radijacije
je ρm
ρr
≈ 10−6. U poqetku kada je kosmos bio znatno maih dimenzija gustina
radijacije je bila dominantna.
Osim ovoga moe se posmatrati jox jedan oblik energije, a to je energija
vakuuma. Matematiqki, to je ekvivalentno uvoeu kosmoloxke konstante






a odavde odmah sledi da je jednaqina staa ρ = −p = Λ
8πG
. Gustina energije
je konstanta i ne zavisi od skalirajueg faktora a, xto je i oqekivano. Ako
se vasiona xiri, za velike vrednosti kosmiqkog vremena, gustina materije i
radijacije se smauju, pa energija vakuuma postaje dominantna.
U narednoj lemi dajemo i Kristofelove simbole (druge vrste) i komponente
krivinskih tenzora za FRW metriku.
Lema 2.1. Postoji 13 (do na simetriju) linearno nezavisnih Kristofelovih
simbola za FRW metriku datu formulom
































2aȧ, Γ122 = r(kr
2 − 1), Γ323 = cot θ,
Γ033 = r
2aȧ sin2 θ, Γ133 = r(kr
2 − 1) sin2 θ, Γ233 = − sin θ cos θ.
(2.14)
Tenzor krivine FRW metrike ima xest egovih generiqkih (do na simetrije)
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2aä, R1331 = −




2aä sin2 θ, R2332 = −r4a2 sin2 θ(ȧ2 + k).
(2.15)




, R11 = Ug11, R22 = Ug22, R33 = Ug33, (2.16)
gde je U = aä+2(ȧ
2+k)
a2





, G11 = V g11, G22 = V g22, G33 = V g33, (2.17)





6(aä+ ȧ2 + k)
a2
. (2.18)






















Jednaqine (2.19) se nazivaju Fridmanove jednaqine i definixu Fridman-
Robertson-Vokerove vasione.
Postoji vei broj kosmoloxkih parametara, koji opisuju ponaxae vasione.





Vrednost Hablovog parametra u sadaxem trenutku je Hablova konstanta,
qija vrednost je jox uvek predmet diskusije. Po najnovijim mereima (misija
Plank) ena vrednost je oko 67 km
s Mpc
. Drugi parametar je parametar uspora-
vaa q = −aä
ȧ2
, koji meri promenu brzine xirea. Takoe, je interesantan i
parametar gustine
32











Iz Fridmanovih jednaqina sledi
Ω− 1 = k
H2a2
. (2.22)
Znak konstante k je odreen time da li je parametar Ω, vei ili mai od
jedan, odnosno da li je gustina ρ vea ili maa od kritiqne vrednosti ρc. Na
taj naqin parametar Ω nam govori koja od tri Fridman-Robertson-Vokerove
geometrije opisuje vasionu.
• Ω < 1, ρ < ρc, k = −1,
• Ω = 1, ρ = ρc, k = 0,
• Ω > 1, ρ > ρc, k = +1.
U danaxe vreme vasiona izgleda praktiqno ravna, tj. k = 0.
Opxta teorija relativnosti je u poqetku potvrena u tri klasiqna testa:
1. Precesija perihela Merkura,
2. Skretae svetlosnih zraka pri prolasku blizu Sunca,
3. Gravitacioni crveni pomak spektralnih linija.
Kasnije su uspexno izvedena jox dva testa:
4. Meree vremenskog zakaxea radarskog eha koji dolazi sa Sunca,
5. Precesija iroskopa u Zem	inoj orbiti.
Ve tridesetih godina proxlog veka Fric Cviki je primetio da se galak-
sije u okviru jata galaksija kreu bre nego xto predvia  utnova teorija
gravitacije i Opxta teorija relativnosti i izneo pretpostavku da je potrebno
dodati neku materiju koja svojim gravitacionim delovaem odrava jato na
okupu. Do sliqnog zak	uqka doxla je i Vera Rubin krajem 1960-ih posma-
trajui orbitalne brzine zvezda u spiralnim galaksijama. Ovaj vid materije
je nazvan tamna materija i nedavno je proceeno da 27% materije u vasioni
predstav	a tamna materija. Za razliku od obiqne materije tamna materija
intereaguje gravitaciono, ali ne i elektromagnetno. Za sada, ne postoji eks-
perimentalno detektovana elementarna qestica koja odgovara tamnoj materiji.
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Ubrzano xiree vasione je otkriveno 1998. godine, prouqavaem spektara
supernovih tipa SN Ia. Iz Fridmanovih jednaqina sa obiqom i tamnom materi-
jom ne sledi ubrzano xiree vasione, pa se mora dodati novi vid materije koji
ima negativan pritisak i deluje odbojno. Ovaj vid materije je takoe homogeno
rasporeen u vasioni. Taj novi vid materije naziva se tamna energija i na u
otpada 68% mase/energije celokupne vasione.
Tamna materija i tamna energija nisu eksperimentalno detektovane i i-
hova priroda je jox uvek otvoreno pitae u kosmologiji i predmet aktuelnih
istraivaa. Osim toga Opxta teorija relativnosti sadri singularitet
(Veliki prasak) u samom poqetku i potrebno ju je modifikovati da bi opisali





Ajnxtajnova teorija gravitacije, kao xto je ve reqeno, ne daje dobro (tj.
jednostavno i opxteprihvaeno) objaxee za ponaxae zvezda u spiralnim
galaksijama i galaksija u jatima galaksija. Ovaj problem se prevazilazi uvoe-
em dodatne materije (tamna materija). Sliqno tome, ubrzano xiree vasione
zahteva uvoee tamne energije. Zajedno tamna materija i tamna energija pred-
stav	aju oko 95% materije u vasioni. Takoe singularitet na samom poqetku
vasione, kada materija ima beskonaqnu gustinu zahteva neku modifikaciju Op-
xte teorije relativnosti.
Drugi pristup, umesto dodavaa tamne materije i tamne energije, je modi-
fikacija Ajnxtajn-Hilbertovog dejstva i definisae teorijske generalizacije
Opxte teorije relativnosti, koja treba da bude potvrena u Sunqevom sistemu
i da rexi (bar neke) otvorene kosmoloxke probleme sa ili bez tamne mate-
rije i tamne energije. Matematiqki okvir za ove teorije je pseudo-Rimanova












i egovom modifikacijom se definixe nova teorija. Sloboda izbora pri
ovoj modifikaciji je praktiqno neograniqena. Izdvojiemo dva vrlo znaqajna
pravca.
Prvi je, f(R) gravitacija, koja u Ajnxtajn-Hilbertovom dejstvu zameuje













Specijalno, za f(R) = R modifikacija predstav	a samu opxtu teoriju rela-





f(R)gµν − (∇µ∇ν − gµν)f ′(R) = 8πGTµν , (3.3)
gde znak ′ oznaqava diferencirae po R, a  = ∇µ∇µ je Dalamberov operator.
Jedan od prvih modela koji je razmatran u ovoj klasi je f(R) = R+ µ
R
, gde je
µ ∼ H−40 . Ovaj model je ubrzo napuxten. Druga klasa modela je f(R) = R+αR2.
Qlanovi ovog tipa se mogu nai i u inflacionim modelima rane vasione.
Deta	i se mogu nai u radu [59], kao i radovima koji su tamo citirani.
Nelokalna modifikacija podrazumeva, da se u modifikovanom dejstvu osim
skalarne krivine pojav	uje i Dalamberov operator = ∇µ∇µ u obliku pogodno





R +RF1()R +RµνF2()Rµν + CµναβF3()Cµναβ
)√
−gd4x, (3.4)
gde su Fi() analitiqke funkcije Dalamberovog operatora i Cµναβ Vejlov ten-
zor, tj.
Cµναβ = Rµναβ −
1
2
(gµαRνβ − gµβRνα +Rµαgνβ −Rµβgνα) +
R
6
(gµαgνβ − gµβgνα) .
(3.5)
U literaturi se qesto razmatraju i dejstva koja sadre qlan oblika −1R. Na




















U radu [48] se umesto Dalamberovog operatora uzima operator4 = ∇µQµν∇ν ,









U ovoj disertaciji, da	e emo deta	nije razmatrati jednu klasu nelokalnih
modela gravitacije.
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Nelokalna modifikacija podrazumeva da se u Ajnxtajn-Hilbertovom de-
jstvu skalarna krivina zameni nekom pogodno izabranom funkcijom F (R,)
skalarne krivine R i Dalamberovog operatora  = ∇µ∇µ. Nelokalnost pod-
razumeva da funkcija F (R,) sadri prostorno-vremenske izvode do besko-
naqnog reda. U ovoj glavi posmatramo nelokalnu modifikaciju Ajnxtajnove
teorije gravitacije u kojoj je nelokalni qlan oblika H(R)F()G(R). Razma-











gde je Λ kosmoloxka konstanta i G(R) i H(R) diferencijabilne funkcije
skalarne krivineR, a F() =
∑∞
n=0 fn
n analitiqka funkcija. Mnogostrukost
M je pseudo-Rimanova mogostrukost signature (1, 3) = (− + ++) sa metrikom
(gµν). Motivacija za izbor ovakve modifikacije potiqe iz teorije struna, gde
se pojav	uju qlanovi ovakvog oblika. Sa druge strane teorija koja sadri samo
izvode konaqnog reda (bar 3) sadri i duhove (duhovi predstav	aju situaciju
u kojoj je kinetiqka energija negativna), pa zato ramatramo izvode do besko-
naqnog reda. Ovi aspekti nelokalne modifikacije se mogu nai u [10].
3.1 Varijacija krivinskih tenzora
Na poqetku dokazujemo sledeu tehniqku lemu.
Lema 3.1. Na mnogostrukosti M vae sledei identiteti:












gνα∇µδgλα + gµα∇νδgλα − gµαgνβ∇λδgαβ
)
, (3.12)
δRαµβν = ∇βδΓαµν −∇νδΓαµβ, (3.13)
δRµν = ∇λδΓλµν −∇νδΓλµλ, (3.14)
δR = Rµνδg
µν −Kµνδgµν , (3.15)
δ∇µ∇νψ = ∇µ∇νδψ −∇λψδΓλµν , (3.16)
gde je Kµν = ∇µ∇ν − gµν.
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Dokaz. Determinanta g se moe izraziti na sledei naqin:
gµνG
(α,ν) = gδαµ , (3.17)






Poxto Gµ,ν ne zavisi od gµν , iz prethodnih jednakosti sledi prvi deo jed-
nakosti (3.10)
δg = ggµνδgµν . (3.19)
Iz toga xto je gµνg
µν = n i Lajbnicovog pravila sledi gµνδgµν = −gµνδgµν qime
je kompletiran dokaz jednakosti (3.10).
Da bismo dokazali jednakost (3.11) imamo sledei niz jednakosti
δ
√









Da bismo dokazali treu formulu polazimo od




δgλκ (∂µgκν + ∂νgµκ − ∂κgµν) +
1
2




δgλκ (∂µgκν + ∂νgµκ − ∂κgµν) +
1
2




δgλκ (∂µgκν + ∂νgµκ − ∂κgµν) +
1
2





gλκ (∇µδgκν +∇νδgµκ −∇κδgµν) . (3.25)
Posleda u ovom nizu jednakosti sledi iz δgµν = −gµαgνβδgαβ. Konaqno pri-
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µν − ∂νδΓαµβ + δΓλµνΓαβλ + ΓλµνδΓαβλ − ΓλµβδΓανλ
− δΓλµβΓανλ − ΓλβνδΓαµλ + ΓλβνδΓαµλ.
(3.29)
Primetimo takoe da u posledoj jednakosti, qlanovi na neparnim mestima
daju ∇βδΓαµν , a qlanovi na parnim mestima daju −∇νδΓαµβ, pa smo dokazali
jednakost (3.14). Jednakost (3.13) se dobija iz prethodne kontrakcijom po α i
β.
Da bismo pokazali jednaqinu (3.15) polazimo od R = gµνRµν . Primenom





































= ∂2µνδψ − Γλµν∂λδψ − ∂λψδΓλµν (3.31)
= ∇µ∇νδψ −∇λψ δΓλµν . 



























































Da bismo dokazali jednaqinu (3.33) posmatramo vektor Nµ = H∇νδgµν −
∇νHδgµν . Divergencija ∇µNµ se transformixe kao
∇µNµ = ∇µ(H∇νδgµν −∇νHδgµν)
= ∇µH∇νδgµν +H∇µ∇νδgµν −∇µ∇νH δgµν −∇νH∇µδgµν










Nµnµd∂M , gde je nµ
jediniqna normala hiperpovrxi ∂M . Kako je restrikcija Nµ|∂M jednaka nuli,
posledi integral se anulira, a time je i jednaqina (3.33) dokazana.
Jednaqina (3.34) je direktna posledica (3.32) i (3.33). 
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gde je Sµν(A,B) = gµν∇αA∇αB + gµνAB − 2∇µA∇νB.
Dokaz. Jednaqina (3.44) je direktna posledica jednaqine (3.11).




































(RµνG ′H−KµνG ′H) δgµν
√
−g d4x, (3.50)
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gde je W = H′(R)F()G(R) + G ′(R)F()H(R).



































































Sabiraem jednaqina (3.59), (3.60) i (3.61) se dobija tvree leme. 
.
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gµνH(R)F()G(R) + (RµνW −KµνW ) +
1
2
Ωµν = 0, (3.62)
gde je












Dokaz. Poxto je δS = 1
16πG
δS0 + δS1 teorema je direktna posledica jednaqine
(3.56) i leme 3.4. 
Jednaqine kretaa (3.62) ostaju nepromeene ako funkcije G i H zamene
mesta u dejstvu (3.9).









koje nastaje od dejstva S kada funkcije G i H zamene mesta. Odgovarajue jed-
naqine kretaa su ekvivalentne.
Dokaz. Primetimo da je izraz W simetriqan po G i H pa je identiqan za
dejstva S i S ′. Jednaqine kretaa, date jednaqinom (3.62), za dejstva S i S ′ su
(Ω′ se dobija od Ω zamenom mesta funkcija G i H)
−1
2




























Qlanovi koji se dobijaju za l = 0 na desnoj strani jednaqine se poklapaju sa












Ova jednakost se dokazuje promenom indeksa sumiraa l → n − l u jednom od
sabiraka. Time je dokaz zavrxen. 
Jednaqina (3.62) je jednaqina kretaa gravitacionog po	a (metriqkog ten-
zora) za modifikovano Ajnxtajn-Hilbertovo dejstvo (3.9). Pokaimo sada da














Desna strana jednaqine se ponixtava na sledei naqin









∇νR = 0. (3.70)




































Posleda jednaqina se moe raspisati kao red po koeficijentima fn:
















Potrebno je jox dokazati da za svako n ∈ N vai U (n)ν = 0. Za n = 1 imamo
sledeu bazu indukcije
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U (1)ν = −H(R)∇νG(R) + (∇νG(R))H(R)
+∇µ
(




= ∇µ(∇νH(R)∇µG(R))−∇µ(∇µH(R)∇νG(R)) = 0.
(3.74)
Da bismo pokazali korak indukcije pretpostavimo da je jednaqina (3.73) zado-












Treba pokazati da je











Oduzimaem poslede dve jednaqine dobija se (A = nH(R))
A∇νG − A∇νG +∇µ∇νA∇µG +∇µA∇µ∇νG
+∇νAG + A∇νG − 2A∇νG − 2∇µA∇µ∇νG
= ∇µ(∇νA∇µG)−∇µ(∇µA∇νG) = 0.
(3.77)
Specijalno, ako posmatramo FRW metriku imamo samo dve linearno neza-
visne jednaqine. Najqexe se posmatraju trag i 00 jednaqine:
−R + 4Λ
16πG
− 2H(R)F()G(R) + (RW + 3W ) + 1
2





H(R)F()G(R) + (R00W −K00W ) +
1
2
Ω00 = 0, (3.79)
gde je Ω = gµνΩµν .
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3.3 Model sa nelokalnim qlanom RF()R
U ovom ode	ku posmatramo dejstvo S u specijalnom sluqaju G(R) = H(R) = R.
Dejstvo u ovom obliku je razmatrano u velikom broju radova [7, 8, 10, 9, 28,
26, 27, 49, 51, 50] i disertaciji [44]. Da bismo dobili nova rexea koristimo
anzac oblika
R = rR + s, (3.80)
gde su r i s realni parametri. Prve posledice anzaca su
nR = rn(R +
s
r
), n ≥ 1, F()R = F(r)R + s
r
(F(r)− f0). (3.81)
Rexee za skalirajui faktor a(t) traimo u obliku linearne kombinacije
eλt i e−λt, tj.
a(t) = a0(σe
λt + τe−λt), 0 < a0, λ, σ, τ ∈ R. (3.82)
R se moe zapisati kao
Slika 3.1: Grafik funkcije a(t) za στ > 0 i στ < 0.
R = 2λ2R− 24λ4, r = 2λ2, s = −24λ4. (3.83)
Koristei ove izraze u (3.78) i (3.79) dobijamo
36λ2F(2λ2)(R− 12λ2) + F ′(2λ2)
(
4λ2(R− 12λ2)2 − Ṙ2
)
















Ṙ2 + 2λ2(R− 12λ2)2
)
− 6λ2(F(2λ2)− f0)(R− 12λ2) + 6HF(2λ2)Ṙ = −
1
8πG
(G00 − Λ). (3.85)
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= 0, k = −4a20Λστ. (3.88)
U prvom sluqaju imamo familiju rexea za proizvo	no σ, τ i a0
a(t) = a0(σe
λt + τe−λt)
gde funkcija F zadovo	ava (3.86) i proizvo	no k = 0,±1. Time je obuhvaen






, koji je dobijen u [10].


















a funkcija F zadovo	ava jednaqinu (3.88). Primetimo da za k = 0 jednaqina
(3.87) i trei uslov u (3.88) se poklapaju, σ ili τ moraju da budu nula, i imamo
dva rexea
a1(t) = a0e
λt, a2(t) = a0e
−λt.
Ovo su de Siterova rexea koja su nesingularna ([9]).
3.4 Model sa nelokalnim qlanom oblika
R−1F()R
U ovom ode	ku posmatramo dejstvo S za G(R) = R i H(R) = R−1. Ovaj model
se prvi put pojav	uje u radu [27]. Primetimo kada se analitiqka funkcija F
razvije u red prvi qlan je f0 preuzima ulogu kosmoloxke konstante, biramo
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Λ = 0. Takoe, nelokalni qlan R−1F()R je invarijantan u odnosu na trans-
formaciju R → CR. To znaqi da uticaj nelokalnosti zavisi samo od naqina
na koji skalarna krivina R zavisi od vremena t, a ne zavisi od intenziteta R.
Traimo rexea u obliku a(t) = a0|t−t0|α, koja zadovo	avaju anzac R = qR2,
koji u razvijenoj formi glasi




(1− α + 6q(2α− 1))(t− t0)−2α−2 +
qk2
a40
(t− t0)−4α = 0.
(3.89)
Jednaqina (3.89) je zadovo	ena u sledeih xest sluqajeva:
1. k = 0, α = 0, q ∈ R,
2. k = 0, α = 1
2
, q ∈ R,
3. k = 0, α 6= 0 i α 6= 1
2
, q = α−1
α(2α−1) ,
4. k = −1, α = 1, q 6= 0, a0 = 1,
5. k 6= 0, α = 0, q = 0,
6. k 6= 0, α = 1, q = 0.
Grafici skalirajueg faktora a(t) za raziliqite vrednosti parametra α su
prikazani na Slici 1.2. Sluqajevi (1), (2) i (4) zadovo	avaju R = 0 i qlan
Slika 3.2: Grafik funkcije a(t) za α = 1
2
, α = 2
3
i α = 1.
R−1 nije dobro definisan, pa ih ne razmatramo. Sluqaj (5) ne zadovo	ava
jednaqine kretaa. U nastavku razmatramo preostala dva sluqaja.
3.4.1 Sluqaj k = 0, q = α−1α(2α−1)




, R = 6α(2α− 1)(t− t0)−2. (3.90)
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gde je r = B(0, 1) i
B(n, 1) = 6α(2α− 1)(−2)nn!
n∏
l=1
(1− 3α + 2l), n ≥ 1,
B(n,−1) = (6α(2α− 1))−12n
n∏
l=1








B(l,−1)(−B(n− l, 1) + 4(1− l)(n− l)B(n− l − 1, 1)),










Jednaqine kretaa se dele na sisteme od po dve jednaqine po svakom od koefi-
cijenata fn. Za n > 1, dobijamo sledei par:
fn
(



















Ako izaberemo α tako da je 3α−1
2
prirodan broj dobijamo:











B(n, 1) = 0, n ≥ 3α− 1
2
, (3.95)












Tada je za n > 3α−1
2
, B(n, 1) = γn = δn = 0 i samim tim sistem je trivijalno
zadovo	en za proizvo	nu vrednost fn. Sa druge strane za 2 ≤ n ≤ 3α−12 sistem
ima samo trivijalno rexee fn = 0.
Za n = 0 sistem postaje
f0
(
− 2r + 6(1 + 3α) + 3rB(1,−1)
)
= 0, f0 = 0 (3.99)
i ima samo trivijalno rexee f0 = 0. Posledi sluqaj n = 1 je
f1
(








A1(rB(1,−1)− r−1B(1, 1)) +
1
2









i egovo rexee je f1 = − 3α(2α−1)32πG(3α−2) .
3.4.2 Sluqaj k 6= 0, α = 1, q = 0
U ovom sluqaju je
a = a0|t− t0|, H = (t− t0)−1, R = r(t− t0)−2,
r = 6(1 +
k
a20
), R = 0,
nR−1 = B(n,−1)(t− t0)2−2n,
B(0,−1) = s−1, B(1,−1) = −8r−1, B(n,−1) = 0, n ≥ 2.
(3.101)
Zamenom u jednaqine kretaa dobijamo sledee uslove za koeficijente f0 i
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f1:












f0 = 0, f1 =
−r
64πG
, fn ∈ R, n ≥ 2. (3.103)
3.5 Model sa nelokalnim qlanom oblika
RpF()Rq
Ovaj ode	ak je posveen dejstvu S u sluqaju H = Rp i G = Rq za neke prirodne
brojeve p i q. Ovaj model se razmatrao u radovima [24] i [25]. Posmatramo





Skalirajui faktor u ovom obliku je ranije uveden kao rexee za G(R) =
Slika 3.3: grafik funkcije a(t) za γ > 0 i γ < 0
H(R) = R u radu [51]. Takoe je razmatran i u kontekstu R2 gravitacije
([63, 60, 61]). Veza izmeu ova dva pristupa je razmatrana u [52]. U ovom ode	ku
posmatramo H(R) = Rp i G(R) = Rq. Dejstvo S, (3.9) sa ovim vrednostima
funkcija G i H obeleavamo sa Spq. Primetimo da se za γ = 0 dobija prostor
Minkovskog i da je on rexee jednaqina kretaa (3.62) za Λ = 0. Analiza
koja sledi je nezavisna od znaka parametra γ i dobijaju se modeli u kojima se
vasiona xiri (za γ < 0) i skup	a (za γ > 0).
Hablov parametar i skalarna krivina su respektivno linearna i kvadratna
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γ(γt2 − 3). (3.105)
Direktan raqun pokazuje da za svaki prirodan broj p, Rp je linearna kombi-
nacija Rp, Rp−1 i Rp−2, tj.
Rp = pγRp − p
3
(4p− 5)γ2Rp−1 − 4
3
p(p− 1)γ3Rp−2. (3.106)
Jednakost (3.106) pokazuje da za fiksiranu vrednost parametra γ operator
 moemo shvatiti kao linearan operator na prostoru polinoma po R.
Lema 3.6. Posmatrajmo prostor Pp(R) polinoma po R stepena najvixe p i
egovu bazu vp =
(
Rp Rp−1 . . . R 1
)T
. Operator  je linearni operator






2 0 . . . 0
0 p− 1 p−13 (9− 4p)γ
4
3(1− p)(p− 2)γ
















0 0 0 . . . 1 γ3
0 0 0 . . . 0 0
 . (3.107)
Dokaz. Poxto je h(t) = −∂2t h(t) − 3H∂th(t) i diferencirae je linearni
operator na Pp(R) jasno je da je  linearni operator. Treba pokazati da je
Rs ∈ Pp(R) za svako 0 ≤ s ≤ p. Za s = 0, oqigledno 1 = 0 ∈ Pp(R). Za
s = 1 jednaqina (3.106) postaje R = γR + γ
2
3
xto je linearni polinom po
R, pa pripada prostoru Pp(R). Za 2 ≤ s ≤ p iz jednaqine (3.106) sledi da je
Rs polinom stepena s po R pa pripada Pp(R). Iz svih prethodnih sluqajeva
zajedno sledi da matrica Mp ima oblik koji je dat u formulaciji leme. 
Posledica Leme 3.6 je da nH(R) moe da se napixe kao polinom stepena






p = F(Mp). (3.108)
Prema Lemi 3.5 moemo bez smaea opxtosti pretpostaviti da je p ≥ q.
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Primetimo da je Wpq polinom stepena p+ q − 1 po R, kao i











K00Wpq = γ(R + γ)W
′
pq, (3.112)
gde znak ′ oznaqava diferencirae po R. Ωpq i Ωpq 00 su takoe polinomi po R
stepena p+ q − 1 i p+ q redom
Ωpq = −2S1 + 4S2, (3.113)


























Dakle, jednaqine (3.78) i (3.79) su polinomijalnog tipa po R stepena p+q. Pos-
matrajmo prvo samo najstariji koeficijent u obe jednaqine. Za p 6= q dobijamo
sledei sistem:
pF(qγ)(q − p+ 2) + qF(pγ)(q − p− 2) = 0, (3.117)
(−q − 1
2
p(q − p))F(qγ) + (−1
2
q(q − p) + q)F(pγ) = 0. (3.118)
Ove dve jednaqine su linearno zavisne za sve vrednosti parametara p 6= q. Sa
druge strane, ako je p = q prethodni sistem postaje





pγF ′(pγ) = 0. (3.120)
I u ovom sluqaju takoe dobijamo linearno zavisne jednaqine.
3.5.1 Sluqaj p = 1, q = 1
Razmotrimo, na poqetku, najjednostavniji sluqaj p = q = 1. Skalirajui fak-




Teorema 3.3. Ako je skalirajui faktor oblika a(t) = Ae−
γ
12
t2 i p = q = 1,
onda je sistem (3.78), (3.79) zadovo	en akko γ = −12Λ, F ′(γ) = 0 i f0 = 3κ2γ −
8F(γ) gde je κ = 1
16πG
.
Dokaz. Trag i 00 jednaqina se mogu zapisati kao kvadratni polinomi po R
T2R
2 + T1R + T0 = 0, (3.121)
Z2R
2 + Z1R + Z0 = 0, (3.122)











(−3κ+ 16γF(γ) + 2γf0) ,




















Primetimo da je T0 +4Z0 = 4γZ1, T1 +4Z1 = 8γZ2, T2 +4Z2 = 0, pa su jednaqine
(3.121) i (3.122) ekvivalentne. Dovo	no je posmatrati samo trag jednaqinu. Iz
jednaqine (3.105) vidimo da je R kvadratna funkcija vremena t, pa je jednaqina
(3.121) zadvo	ena za sve vrednosti vremena t akko T0 = T1 = T2 = 0. Dobijamo
sistem linearnih jednaqina po f0, F(γ) i F ′(γ). Ovaj sistem ima rexee samo
ako je γ = −12Λ i rexee je
F ′(γ) = 0, f0 =
3κ
2γ
− 8F(γ).  (3.124)
3.5.2 Sluqaj (p, q) 6= (1, 1)
Iz Leme 3.6 sledi
H(R) = epvp, nH(R) = epMnp vp, F()H(R) = epFpvp, (3.125)




Dpvp, p ∈ N. U ovim oznakama sistem (3.78), (3.79) se moe napisati kao:
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R− 4Λ
16πG









(γ −R)Wpq − γ(R + γ)W ′pq −
1
2
(S1 + S2), (3.127)
gde je


























Teorema 3.4. Neka je
T = −2epvpeqFqvq +RWpq − 4γ2(R + γ)W ′′pq − 2γ2W ′pq










(γ −R)Wpq − γ(R + γ)W ′pq
− 1
2




tada T + 4Z = 4γZ ′. Jednaqine (3.126) i (3.127) su ekvivalentne.
Dokaz. Direktnim raqunom se pokazuje
T + 4Z = γWpq − γ(R + 3γ)W ′pq − 4γ2(R + γ)W ′′pq − 3S1, (3.133)
4γZ ′ = 2γ (H(R)F()G(R))′ − γWpq − γ(R + 3γ)W ′pq
− 4γ2(R + γ)W ′′pq − 2γ (S1 + S2)
′ . (3.134)
Ako sve qlanove koji sadre Wpq prebacimo na levu stranu, a preostale na
desnu stranu jednaqine dobijamo
Wpq − (H(R)F()G(R))′ =
3
2
γ−1S1 − S ′1 − S ′2. (3.135)
Umesto da, kao do sada, nH(R) izraavamo u bazi vp i nG(R) izraavamo
u bazi vq, jednostavnije je da sve izraze zapixemo u bazi vp+q. Neka su εp i


















































Dovo	no je pokazati da je
Mnp+qvp+qεq − vp+qεqMnp+q = qn. (3.138)



















































Geometrijska generalizacija Ajnxtajnove teorije gravitacije
Jednaqina (3.139) postaje






























Prema jednaqini (3.111) sledi






γ2(R + γ)v′′p+q = 0,






γ2(R + γ)D2p+qvp+q = 0.
(3.143)
Mnoeem sa M lp+q sa leve strane i εqM
n−1−l
p+q sa desne strane i sumiraem po








γ2(R + γ)α(D2p+qvp+qεq) = 0.
(3.144)
Na kraju, mnoee sa εp sa leve strane i saDp+qvp+q sa desne strane kompletira
dokaz prvog dela teoreme.
Kao xto smo ve primetili, T i Z su polinomi po R stepena p+q. Oznaqimo
ihove koeficijente sa Tj i Zj (0 ≤ j ≤ p + q) redom. Do sada smo pokazali
da je
Tp+q + 4Zp+q = 0,
Tj + 4Zj = 4γ(j + 1)Zj+1, (j ≤ 0 < p+ q).
(3.145)
Takoe, sistem (3.145) pokazuje da sistemi jednaqina Tp+q = Tp+q−1 = . . . =
T0 = 0 i Zp+q = Zp+q−1 = . . . = Z0 = 0 su ekvivalentni, tj. jednaqine (3.126) i
(3.127) su ekvivalentne. 
Prethodna teorema moe se dokazati i na drugi naqin koristei jednaqinu
(3.69). Preostaje da se rexi jednaqina (3.126). To je vrlo teak zadatak i moe
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da se rexi samo za konkretne vrednosti parametara p i q. Naredna teorema
daje sluqajeve za q ≤ p ≤ 4. U narednoj teoremi dajemo rexea za 1 ≤ q ≤ p ≤ 2,
a preostali sluqajevi za 1 ≤ q ≤ p ≤ 4 su dati u dodatku B.




• p = 2, q = 1:
f0 = −κ(4γ+15Λ)7γ3 ,
F(γ) = 9κ(γ+9Λ)
112γ3


















, F ′(2γ) = −27κ(γ+8Λ)
9344γ5
,
Dokaz. Primetimo da su za svaku od vrednosti parametara p i q navedenih
u teoremi, koeficijenti Tj linearne kombinacije p + q + 1 "promen	ivih"
f0 = F(0), F(γ), . . ., F(pγ), F ′(γ), . . ., F ′(qγ), pa se trag jednaqina svodi na
linearni sistem od p+ q + 1 jednaqina po p+ q + 1 nepoznatoj. Rexavae ovog













10F(γ)γ2 − 55F(2γ)γ2 − 9f0γ2 − 3κ
)
,
T2 = 2γ (10F(γ)−F(2γ) + 2γF ′(γ)) ,
T3 = 3F(2γ)− 2F(γ),
(3.146)
Preostaje da se rexi sistem
−5F ′(γ)γ4 − 32F(γ)γ3 − 19F(2γ)γ3 − 3f0γ3 = −9κΛ,
10F(γ)γ2 − 55F(2γ)γ2 − 9f0γ2 = 3κ,
10F(γ)−F(2γ) + 2γF ′(γ) = 0,
3F(2γ)− 2F(γ) = 0.
(3.147)
Rexee ovog sistema je dato u formulaciji teoreme. Drugi sluqajevi se
pokazuju na isti naqin. 
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3.6 Model sa nelokalnim qlanom oblika
(R + R0)
mF()(R + R0)m
U ovom ode	ku posmatramo dejstvo (3.9) za G = H = (R + R0)m, gde su R0 i m
realne konstante i skalirajui faktor a(t) u obliku






m = r(R +R0)
m + s, (3.149)
gde su R0,r, s, m i n realne konstante.
Ako je s = 0, anzac se svodi na sledei sistem jednaqina
− 648mn2(2n− 1)2(2m− 3n+ 1) = 0,
− 324n(2n− 1)
(





8γ2m2 − 13γ2m+ 12γ2mn− 3γmR0 + 24γnr + 6γr − 6rR0
)
= 0,
− 2γ3m− 24γ3mn2 − 14γ3mn+ 6γ2mnR0 + 2γ2mR0 + 72γ2n2r + 12γ2nr
− 24γnrR0 + 3γ2r − 6γrR0 + 3rR20 = 0,
− γ2
(
4γ2m2 + γ2m+ 18γ2mn− 3γmR0 − 24γnr − 6γr + 6rR0
)
= 0,
− γ4(r − γm) = 0.
Rexavae ovog sistema daje pet mogunosti:
1. r = mγ, n = 0, R0 = γ, m =
1
2
2. r = mγ, n = 0, R0 =
γ
3
, m = 1





γ, m = 1
4. r = mγ, n = 1
2
, R0 = 3γ, m = −14





γ, m = 1
2
.
Sluqaj 2. je ve razmatran u prethodnom ode	ku, a sluqaj 3. je poznat u
literaturi ([60]). Razmotrimo preostala tri sluqaja.































l(R + r)m,n−1−l(R + r)m
)
. (3.153)
U sluqaju n = 0, m = 1
2
, anzac postaje 
√




R + γ. Direktna
Slika 3.4: skalirajui faktor a(t) = Ae−
γ
12























Trag i 00 komponente jednaqine (3.151) su linearne jednaqine po R, pa se ra-





































































Primetimo da se ovaj sluqaj moe posmatrati kao generalizacija prethodnog
ode	ka, tako xto se prirodni eksponenti u dejstvu S postaju racionalni bro-
jevi. U ovom sluqaju imamo p+ q = 1 i kao i ranije imamo jedinstveno rexee
po promen	ivim F(γ
2
) i F ′(γ
2
).
U sluqaju 5. imamo sledee vrednosti parametara r = γ
2














t2 za γ > 0 i γ < 0.
Dejstvo S2 je identiqno kao i u prethodnom sluqaju, pa sliqan raqun daje




























































Primetimo da osim vrednosti za F(γ
2
) i F ′(γ
2
) imamo i uslov koji povezuje
kosmoloxku konstantu i parametar γ, sliqno sluqaju p = q = 1 iz prethodnog
ode	ka.
Na kraju, sluqaj 4, n = 1
2
, m = −1
4
, se analizira na isti naqin i ne postoji
rexee jednaqina kretaa.
3.7 Rexea sa konstantnom skalarnom
krivinom
U ovom ode	ku posmatramo dejstvo (3.9), bez ograniqea na funkcije G i H.
Kao anzac uzimamo uslov da je skalarna krivina konstantna, tj. R = const. U
sluqaju H(R) = R−1 i G(R) = R ovaj anzac se razmatra u radovima [29, 31] i
doktorskoj disertaciji [44].
Teorema 3.6. Neka je R = R0 = const. Tada su rexea jednaqina kretaa
(3.62) data u sledeem obliku Neka je R = R0 = const. Tada su rexea jed-
naqina kretaa data u sledeem obliku













2. Za R0 = 0, a(t) =
√
−kt2 + σt+ τ , ,













ako je R0 + 4R00 = 0 i parametri σ, τ zadovo	avaju
R0 > 0, 9k
2 = R20στ,
R0 = 0, σ
2 + 4kτ = 0,
R0 < 0, 36k
2 = R20(σ
2 + τ 2),
ili je G(R0)H(R0)− (R0 − 2Λ) ∂∂R(G(R)H(R))|R=R0 = 0.
Uslov da je skalarna krivina R = R0 konstana daje sledeu diferencijalnu













Smena promen	ive b(t) = a2(t) je prevodi u linearnu diferencijalnu jed-
naqinu drugog reda sa konstantnim koeficijentima
3b̈−R0b = −6k. (3.162)
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Zavisno od znaka konstante R0 prethodna jednaqina ima sledea rexea po
b(t)












R0 = 0, b(t) = −kt2 + σt+ τ,













Zamenom uslova R = const u trag jednaqinu (3.78) i 00 jednaqinu (3.79)











gde je U = f0G(R0)H(R0) i W = f0 ∂∂R(G(R)H(R))|R=R0 .








Posmatrajmo, kao prvi sluqaj, uslov R0 + 4R00 = 0. Tada dobijamo sledee
uslove za parametre σ i τ :
R0 > 0, 9k
2 = R20στ,
R0 = 0, σ
2 + 4kτ = 0,
R0 < 0, 36k
2 = R20(σ























= −R0 − 4Λ
32πG
. (3.168)
Rexea (3.163) i uslovi (3.166) ograniqavaju izbor parametra k.
Teorema 3.7. 1. Ako je R0 > 0 onda za k = 0 postoji rexee sa konstant-
nim Hablovim parametrom i a(t) ∼ exp(λt), a za k = +1 rexee je











i za k = −1 rexee je a(t) =√
12
R0
∣∣∣sinh 12 (√R03 t+ ϕ)∣∣∣, gde je ϕ izabrano tako da je σ + τ = 6R0 coshϕ i





2. Ako je R0 = 0 onda je za k = 0 rexee a(t) =
√
τ = const, a za k = −1
rexee je a(t) = |t+ σ
2
|.




∣∣∣cos 12 (√−R03 t− ϕ)∣∣∣,
gde je ϕ izabrano tako da je σ = −6
R0
cosϕ i τ = −6
R0
sinϕ.
Dokaz. Neka je R0 > 0. Za k = 0 dobijamo da je σ = 0 ili τ = 0, pa je
skalirajui faktor oblika a(t) = a0e
λt i Hablov parametar je konstantan.
U drugom sluqaju, ako izaberemo k = +1 postoji jedinstveno ϕ takvo da je
σ + τ = 6
R0
coshϕ i σ − τ = 6
R0















































Slika 3.6: Skalirajui faktor a(t) za k = 1 i k = −1.
Neka je R0 = 0. Ako je k = 0 onda se funkcije b(t) i a(t) svode na konstante.
Sa druge strane, ako je k 6= 0, b(t) se moe zapisati kao
b(t) = −k(t− σ
2k
)2. (3.171)
Ako je k = +1 tada nema rexea za skalirajui faktor a(t) jer je b(t) ≤ 0. Za
k = −1 skalirajui faktor je
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Posledi sluqaj je R0 < 0. Za k = −1 postoji jedinstveno ϕ tako da je
σ = −6
R0
cosϕ i τ = −6
R0
























Slika 3.7: Skalirajui faktor a(t) za k = −1.










Poxto je b(t) ≤ 0 nema rexea za skalirajui faktor a(t). 








Jednaqine (3.164) imaju zajedniqko rexee po f0 akko
G(R0)H(R0)− (R0 − 2Λ)
∂
∂R




Kratak uvod u kosmoloxke perturbacije izloiemo kao u kizi Muhanova
[55]. FRW metriku sa malim perturbacijama koju zapisujemo
ds2 = (gµν + δgµν)dx
µdxν , (4.1)
gde je |δgµν |  |gµν |. Za analizu perturbacija pogodnije je da umesto kosmiqkog




−dτ 2 + gijdxidxj
)
, (4.2)
gde indeksi µ, ν uzimaju vrednosti od 0 do 3, a indeksi i, j uzimaju vrednosti
od 1 do 3. Perturbacije se dele na tri vrste: skalarne, vektorske i tenzorske
perturbacije. Ova podela je bazirana na simetriji homogene i izotropne poza-
dine, koja je u svakom fiksiranom trenutku invarijantna u odnosu na grupu
prostornih rotacija i translacija. Komponenta δg00 je invarijantna u odnosu
na prostorne rotacije i zato je pixemo u obliku
δg00 = 2a(τ)
2φ, (4.3)
gde je φ invarijantna u odnosu na prostorne rotacije i translacije.
Komponente δg0i se razlau u zbir (prostornog) gradijenta skalarne funkcije
B i vektora Si, qija je divergencija nula:
δg0i = a(τ)
2(∂iB + Si). (4.4)
Primetimo da vektor Si ima dve nezavisne komponente. Sliqno prethodnom
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ijE + ∂iFj + ∂jFi + hij), (4.5)
gde su ψ i E skalarne funkcije, za vektor Fi vai divFi = 0 i tenzor hij
zadovo	ava ulove hii = 0 i ∂ih
i
j = 0.
Skalarne perturbacije su opisane sa qetiri funkcije φ, ψ, B, E. Vektorske
perturbacije su opisane sa dva vektora Si i Fi. Zbog uslova da se divergen-
cija ovih vektora anulira imamo qetiri nezavisnne komponente. Tenzorske
perturbacije su opisane sa hij koji je ograniqen sa qetiri uslova pa ima samo
dve nezavisne komopnente. U da	em tekstu analiziramo samo skalarne pertur-
bacije. Formula (4.1) se tada transformixe u
ds2 = a(τ)2
(
−(1− 2φ)dτ 2 − 2∂iBdxidτ + ((1 + 2ψ)gij − 2∂2ijE)dxidxj
)
. (4.6)
Posmatrajmo koordinatnu transformaciju xµ → x̃µ = xµ+ξµ, gde je ξµ = (ξ0, ξi)
infinitezimalni vektor. Takoe prostorni deo razlaemo kao ξi = ξi⊥ + ∂
iζ,
gde je divergencija vektora ξ⊥ jednaka nuli, a ζ skalarna funkcija. Pri ovoj
koordinatnoj transformaciji funkcije φ, ψ,B,E se transformixu na sledei








B → B + ζ ′ − ξ0,
E → E + ζ.
(4.7)
Primetimo da u transformaciji skalarnih perturbacija uqestvuju samo fun-
kcije ζ i ξ0, tako da se ihovim pogodnim izborom mogu bilo koje dve od
funkcija φ, ψ, B, E ponixtiti. Iz ovoga sledi da je prostor fiziqkih per-
turbacija dvodimenzion. Funkcije
Φ = φ− 1
a
(a(B − E ′))′,
Ψ = ψ +
a′
a
(B − E ′),
(4.8)
se nazivaju Bardinovi potencijali. Φ i Ψ su invarijantne u odnosu na trans-
formacije xµ → xµ + ξµ. Ako je Φ = Ψ = 0 onda se perturbacije mogu elimin-
isati pogodnom koordinatnom transformacijom.
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U nastavku posmatramo perturbacije za ravan prostor sa de Siterovim
rexeem a(t) = a0 exp(Ht), gde konstanta H igra ulogu Hablovog parametra
i metrika je
ds2 = −dt2 + a(t)2(dx2 + dy2 + dz2). (4.9)
Za analizu perturbacija pogodnije je da umesto kosmiqkog vremena t, koris-
timo konformno vreme τ koje se uvodi relacijom adτ = dt. Tada FRW metrika
postaje
ds2 = a(τ)2(−dτ 2 + dx2 + dy2 + dz2). (4.10)
Za de Siterovo rexee imamo
τ = − 1
a0H
e−Ht ⇒ a(τ) = − 1
Hτ
. (4.11)
Kada t prolazi skup R, τ se kree od −∞ do 0−. Trenutak t = 0 odgovara




Perturbacije jednaqina kretaa do linearnog qlana, de Siterovog rexea
se lako dobijaju jer se mnogi qlanovi ponixtavaju. Direktnim raqunom se
dobijaju jednaqine u obliku
−m2δGµν + (Rµν −Kµν )v()δR = 0, (4.12)
gde je m2 = M2P + 2f0(G ′H +H′G) i v() = −2(G ′′H +H′′G)f0 + 2G ′H′F().
Primetimo da varijacija operatora  predstav	a diferencijalni opera-
tor. Zaista, varijacija operatora  daje
(δ)f = [δgµν(∂µ∂ν − Γρµν∂ρ)− gµνγρµν∂ρ]f. (4.13)






(∇µhρν +∇νhρµ − gρσ∇σhµν). (4.14)
Ako je f konstantna funkcija onda je (δ)f = 0. Sliqno vai i za operator
Kµν :
(δKµν ) = [δg
µσ(∂σ∂ν − Γρσν∂ρ)− gµσγρσν∂ρ − δµν δ]f, (4.15)
Dakle ako je f konstantna funkcija, onda je (δKµν )f = 0.
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Trag jednaqine (4.12) je
[m2 + (R + 3)v()]δR = U()δR = 0. (4.16)




(− ω2i )eγ()δR = 0, (4.17)
gde su ω2i koreni jednaqine U(ω2) = 0 i γ() je cela funkcija, pa eγ(ω
2) nema
nule. Pretpostav	amo takoe da nema vixestrukih korena. Svaki od korena
ω2i dobijamo kao rexea sopstvenog problema
(− ω2i )δR = 0. (4.18)
Odgovarajue sopstvene funkcije koje odgovaraju sopstvenoj vrednosti ω2i obe-







Napomenimo da je sluqaj δR = 0 vrlo interesantan i ima bitnu ulogu u nas-
tavku analize.
4.2 Rexea jednaqine (4.16)
Kao xto je ve reqeno, potrebno je rexiti jednaqinu (4.18). To je jednaqina









δR = 0. (4.20)
Opxte rexee je
δRi = (−kτ)3/2 (C1iJνi(−kτ) + C2iYνi(−kτ)) , (4.21)








i C1i,2i su in-












Potrebno je odrediti Bardinove potencijale, koji su uvedeni jednaqinom (4.8).

















Ovaj izraz vai za proizvo	an skalirajui faktor a(t). Specijalno za de
Siterov prostor ovaj izraz je
δR = −6H2
(
4Φ− τ(Φ′ + 3Ψ′) + τ 2Ψ′′
)
+ 2τ 2H2k2 (Φ− 2Ψ) . (4.24)
Jox jednu jednaqinu dobijamo iz sistema (4.12), na pozicijama i 6= j,
−m2δGij − gik∂k∂jv()δR = 0. (4.25)
Kada se sve izrazi u funkciji potencijala Φ i Ψ dobija se
−m2(Φ−Ψ) + v()δR = 0. (4.26)
4.3 Rexea po Φ i Ψ
Treba rexiti jednaqine (4.16), (4.24) i (4.26). Pretpostavimo da je m2 6= 0 i
kombinovaem (4.26) i (4.16) dobijamo
δR + (R + 3)(Φ−Ψ) = 0. (4.27)
Zamenom izraza za varijaciju δR (4.24) u (4.27) dobijamo homogenu jednaqinu
po Φ + Ψ
(τ 2∂2τ − 4τ∂τ + 4 +
k2τ 2
3
)(Φ + Ψ) = 0, (4.28)
i eno rexee je
Φ + Ψ = η(c1(cos(η) + η sin(η)) + c2(−η cos(η) + sin(η))) , (4.29)
gde je η = kτ√
3
. Poxto, ve znamo varijaciju δR (jednaqina (4.22)) iz jednaqine
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Specijalno, ako je m = 0, iz jednaqine (4.16) i (4.26) nije mogue odrediti
Bardenove potencijale eksplicitno. Jednaqina (4.12) takoe ne daje novu in-
formaciju jer se za m = 0 svodi na v()δR = 0.
Primetimo da su Φ i Ψ ograniqene akko su Φ + Ψ i Φ − Ψ ograniqene. Ako
t→∞, onda τ → 0−.
lim
t→+∞
(Φ + Ψ) = lim
t→+∞









(−kτ)3/2 (C1iJνi(−kτ) + C2iYνi(−kτ)) . (4.33)
Asimptotsko ponaxae Beselovih funkcija (z → 0) je
Jν(z) ∼ z<ν ,
Yν(z) ∼ z−|<ν|,<ν 6= 0,
Yν(z) ∼ ln z,<ν = 0.
(4.34)




Ovaj rezultat se u potpunosti slae sa radom [9]. U tom radu je posma-
trana xira klasa rexea, koja za velike vrednosti vremena konvergira ka
de Siterovom rexeu, a modifikacija Ajnxtajn-Hilbertovog dejstva je u ob-
liku RF()R.
U ovoj disertaciji se posmatraju samo de Siterova rexea, ali je Lagrani-




4.4 Interpretacija uslova (4.35)
U prethodnom ode	ku je stabilnost rexea svedena na uslov (4.35). Parametar









i U(ω2) = 0. Xtavixe, da ne bi bilo duhova neophodno je da postoji najvixe
jedan koren ω2 operatora U .
Ako se vratimo na definciju operatora U i uzimajui u obzir broj korena,
tada
U =m2 + (R + 3)v()
=[M2P + 2f0(H′G + G ′H)] + 2(R + 3)[−(H′′G + G ′′H)f0 + G ′H′F()]
=(− ω2)eγ(),
(4.37)
gde je γ() cela funkcija. Iz poslede jednaqine se moe izraziti F() i
dobiti odgovarajua ograniqea. U nastavku posmatramo sluqaj
H(R) = Rp, G(R) = Rq, (4.38)
za neke nenula cele brojeve p i q.
Jednaqina kretaa postaje
M2PR− 4Λ + 2f0Rp+q(2− p− q) = 0. (4.39)
Ova polinomijalna jednaqina se moe eksplicitno rexiti poR za−3 ≤ p+ q ≤ 4.
Takoe, imamo da je
m2 = M2P + 2(p+ q)R
p+q−1f0, (4.40)
v() = −2Rp+q−2((p2 − p+ q2 − q)f0 + 2pqF()). (4.41)
Korisno je, na poqetku, posmatrati U(0). Neophodan uslov stabilnosti je
M2P + 2R
p+q−1(p+ q)(2− p− q)f0 = −ω2eγ(0). (4.42)
Iz uslova (4.36), ω2 mora biti realno i pozitivno da bi se zadovo	io uslov
74
Geometrijska generalizacija Ajnxtajnove teorije gravitacije
(4.35). Taj uslov se svodi na nejednakost
M2P + 2R
p+q−1(p+ q)(2− p− q)f0 < 0. (4.43)
Primetimo da za p + q = 0 i p + q = 2 ne postoji stabilno rexee. U opxtem
sluqaju treba rexiti (4.39) i (4.43). Koristei jednaqine kretaa (4.39) uslov
(4.43) postaje
M2PR(p+ q − 1) > 4Λ(p+ q). (4.44)
U sluqaju p+ q = 1 moemo da dobijemo stabilno rexee ako je Λ < 0. Ovaj
uslov je mogu za f0 < 0. Da bi rexili sistem (4.39) i (4.43) napiximo ga kao
1− s+ u = 0, 1 + uz < 0, (4.45)
gde je s = 4Λ
M2PR
, z = p+ q, u = 2f0
M2P
Rz−1(2− z). Ovaj sistem, iako izgleda jednos-
tavan, ne daje jasnu fiziqku interpretaciju.
4.5 Perturbacije prostora Minkovskog
U Ajnxtajnovoj teoriji gravitacije se jednaqine gravitacionih talasa dobijaju
perturbacijama jednaqina kretaa metrike Minkovskog u bliku
ψµν = 0, ∇µψµν = 0, (4.46)
gde je ψµν = hµν − 12gµνh, hµν = δgµν , h = g
µνhµν i |hµµ|  1. Ove jedna-
qine podseaju na jednaqie kretaa elektormagnetnih talasa sa Lorencovim
uslovom ([12]). U ovom ode	ku metrika gµν se uzima da je metrika Minkovskog
tj.
gµν = ηµν = diag (−1, 1, 1, 1). (4.47)
Tada je kovarijantni izvod jednak parcijalnom izvodu i = −∂2tt + ∂2xx + ∂2yy + ∂2zz.
Perturbacije jednaqina kretaa (3.62) do linearnog qlana, metrike Min-












gde je δW = −2G ′(R)H′(R)F()δR−f0(G ′′(R)H(R)+H′′(R)G(R))δR i varijacije
krivinskih tenzora su δR = −Kµνhµν , δRµν = ∇λγλµν −∇µγλλν .
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Koristei tenzor ψµν jednaqina (4.48) se zapisuje u obliku(
1
2































Primetimo da ako pretpostavimo da su jednaqine (4.46) zadovo	ene onda se




















Prezentovano je izvoee jednaqina kretaa za dejstvo S. Rexavae jednaqina
kretaa je veoma komplikovano i nije mogue dobijae ihovih opxtih rexe-
a. Razmatrana su tri modela, prvi sa nelokalnim qlanom RpF()Rq gde su p
i q neki celi brojevi, drugi sa nelokalnim qlanom (R + R0)
mF()(R + R0)m
gde su R0 i m konstante i trei u kome su funkcije G i H proizvo	ne dife-
rencijabilne funkcije i skalarna krivina R je konstantna.
Model sa nelokalnim qlanom RF()R su posmatrali vixe autora [7, 8, 10,
9, 49, 51, 50] i dobili kosmoloxka rexea u obliku a(t) ∼ coshλt i a(t) ∼ e− γ12 t2 .
Ova disertacija sadri opxtije rexee a(t) = a0(σe
λt + τe−λt). Ako su p i
q prirodni brojevi dejstvo je prvi put uvedeno u radu [24] i predstav	ena su
originalna rexea u obliku a(t) = a0 exp(− γ12t
2), koja su uopxtea prethodnih
rezultata. Ovo su nesingularna kosmoloxka rexea sa preskokom. Dobijena
su rexea za 1 ≤ q ≤ p ≤ 4. U svim sluqajevima, analitiqka funkcija F i
en izvod F ′ moraju da zadovo	e uslove u obliku
f0 = x0, F(kγ) = xk (1 ≤ k ≤ p), F ′(lγ) = yl (1 ≤ l ≤ q),
za neke konstante xk i yl. Primetimo da u svim sluqajevima osim p = q = 1
konstante xk i yl su jedinstveno odreene (za fiksirane vrednosti parametara
γ i Λ). Takoe, za p = q = 1 konstanta γ je odreena kosmoloxkom konstan-
tom (γ = −12Λ), xto znaqi da je kosmoloxka konstanta neophodna da bismo
imali rexee koje nije konstantno. U drugim sluqajevima nema ograniqea
za konstantu γ.
Za drugi model, sa nelokalnim qlanom (R + R0)
mF()(R + R0)m, razma-
trana su rexea u obliku a(t) = a0t
n exp(− γ
12
t2) u tri sluqaja. Dobijena
su kosmoloxka rexea u sluqajevima 1. n = 0, m = 1
2
, 2. n = 2
3





3. n = 1
2
,m = 1, dok je u sluqaju n = 1
2
, m = −1
4
pokazano da nema rex-
ea. Uslovi na analitiqku funkciju F su sliqnog oblika kao i za prethodno









t2) (γ > 0) su interesantna jer kada t→ 0 asimptotski su ekvi-
valentna sa rexeima a(t) = t
2
3 i a(t) = t
1
2 respektivno, koja u Ajnxtajnovoj
gravitaciji predstav	aju vasionu u kojoj dominira materija, odnosno radi-
jacija. Ova rexea ukazuju na mogunost da uvedena nelokalna modifikacija
Ajnxtajnove teorije gravitacije delimiqno imitira tamnu materiju i tamnu
energiju. U buduem radu, uz dodavae materije, bo	e e se sagledati fiziqki
znaqaj ovih rexea.
U sluqaju kada je skalarna krivina konstantna (R = R0) dobijena su sva
relevantna kosmoloxka rexea za dejstvo (3.9). Dobijena su rexea u obliku












t, 9k2 = R20στ ;
R0 = 0, a(t) =
√
−kt2 + σt+ τ , σ2 + 4kτ = 0;












t, 36k2 = (σ2 + τ 2).
Poxto je R = 0 dobijamo uslove isku	uqivo za koeficijent f0. Ova rexea
su pogodna za analizu malih perturbacija. Oqekuje se da ta analiza da do-
datne uslove za analitiqku funkciju F . Imamo dve grupe rexea, jednu datu
uslovom R0 + 4R00 = 0, koji ograniqava vrednosti parametara σ i τ , i drugu
W = − 1
16πG
koja daje uslov na proizvod G(R)H(R) u taqki R0. U prvoj grupi
uslov R0 + 4R00 = 0 ograniqava izbor parametra k pa su mogua rexea:
• R0 > 0, k = 0, a(t) = a0 exp(λt),
















∣∣∣sinh 12 (√R03 t+ ϕ)∣∣∣,
• R0 = 0, k = 0, a(t) = const,
• R0 = 0, k = −1, a(t) = |t+ σ2 |,




∣∣∣cos 12 (√−R03 t− ϕ)∣∣∣,
gde je parametar ϕ izabran na pogodan naqin. Kosmoloxke perturbacije oko de
Siterovog rexea su razmatrane u petoj glavi. Izvedeni su neophodni uslovi
za perturbacije da de Siterovo rexee bude stabilno. Interesantno je da u
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sluqajevima p + q = 0 i p + q = 2 nema stabilnih rexea. Prvi sluqaj se
moe shvatiti kao "uopxtena kosmoloxka konstanta", jer je GH = 1, ali se
stabilnost rexea ne moe dobiti. Drugi sluqaj je nelokalna generalizacija
R2 teorije([62]). Stabilost rexea je u opxtem sluqaju data uslovom
1− s+ u = 0, 1 + uz < 0.
U nastavku istraivaa mogu se razmatrati prezentovani modeli uz do-
datak materije, xto je realniji sluqaj i xto bi trebalo da daje dodatne uslove
na funkciju F . Takoe moe se razmatrati pod kojim uslovima teorija ne
sadri duhove i tahione (qestice qija je brzina vea od brzine svetlosti c). Za





R− 2Λ . Preliminarni rezultati pokazuju da




Uvod u varijacioni raqun
U dodatku dajemo definiciju varijacije funkcionala na normiranom pros-
toru i neka ena osnovna svojstva. Glavna primena varijacionog raquna u
fizici se odnosi na princip minimalnog dejstva, koji daje potrebne uslove
za odreivae ekstremnih vrednosti funkcionala. Kao rezultat dobijaju se
jednaqine kretaa za fiziqke veliqine.
Neka je V (realan) vektorski prostor i ‖ · ‖ : V → [0,+∞) preslikavae
koje za svako x, y ∈ V , α ∈ R zadovo	ava:
1. ‖x‖ = 0 akko x = 0,
2. ‖αx‖ = |α| ‖x‖ i
3. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (nejednakost trougla).
Preslikavae ‖ · ‖ se naziva norma na vektorskom prostoru V , a vektorski
prostor V snabdeven normom se naziva normirani vektorski prostor. Neka je
A ⊂ V i S : A → R funkcional na A. Varijaciju funkcionala S defixemo
na sledei naqin
Definicija A.1. Neka je x ∈ A, η ∈ V , δ, ε0 ∈ R tako da je ‖εη‖ < δ za






ako naznaqeni izvod postoji. Takoe, obeleimo sa δx = εη varijaciju od x.
Vektor x ∈ A je relativni minimum funkcionala S ako postoji lopta
B = {y ∈ V |‖y−x‖ < R} takva da je S(x) ≤ S(y) za svako y ∈ A∩B. U sledeoj
teoremi dajemo neophodan uslov da vektor x ∈ A bude relativni minimum.
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Teorema A.1. Neka je x ∈ A i η ∈ V zadovo	ava uslove iz definicije A.1.
Ako je x relativni minimum funkcionala S : A→ R, onda je δS(x, η) = 0.
Izaberimo sada za vektorski prostor V prostor T02M , a za skup A biramo
skup svih metriqkih tenzora naM . Ako je x karta naM onda se svaki element
X ∈ V razlae kao
X = Xijdx
i ⊗ dxj. (A.1)











gde je Sn−1 jediniqna sfera u Rn.
Sledei korak je da proxirimo definiciju varijacije na funkcionale
qiji je kodomen skup glatkih funkcija RM , odnosno skup svih tenzorskih
po	a TrsM .
Definicija A.2. Neka je S : A→ RM , x ∈ A i p ∈M . Tada je δS : A→ RM
definisano sa
(δS)(x)(p) = δ(S(x)(p)). (A.3)
U sluqaju tenzorskih po	a X ∈ TrsM , sliqno prethodnom imamo da je
X = X i1...irj1...js∂i1 ⊗ . . .⊗ ∂ir ⊗ dx
j1 . . .⊗ dxjs . (A.4)
Varijaciju tenzorskog po	a X definixemo po koordinatama, tj.






Primetimo da definicija A.3 ne zavisi od izbora karte na mnogostrukosti
M .
Teorema A.2. Neka je C : A→ R konstantan funkcional. Tada je δC = 0.
Teorema A.3. Neka su S1, S2 ∈ TrsM tenzorska po	a i α, β ∈ R. Tada je
δ(αS1 + βS2) = αδS1 + βδS2 tj. varijacija je linearan operator na prostoru
TrsM .






















Primetimo da varijacije Kristofelovih simbola druge vrste (definisana
koordinatno) predstav	aju tenzorsko po	e tipa (1, 2).
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Dodatak B
Model sa nelokalnim qlanom
oblika RpF()Rq
U ovom dodatku prezentujemo jox sedam rexea jednaqine (3.126). Dokaz ove
teoreme je sliqan dokazu Teoreme 3.5.




• p = 3, q = 1:
f0 = −κ(95γ+768Λ)268γ4 ,
F(γ) = κ(107γ+408Λ)
6432γ4







• p = 3, q = 2:
f0 = −3κ(7099γ+23949Λ)15355γ5 ,
F(γ) = 3κ(10702γ+40497Λ)
245680γ5

































• p = 4, q = 1:
f0 = −3κ(1111γ+5361Λ)56279γ5 ,
F(γ) = 3κ(1570γ+11679Λ)
1800928γ5
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Flornec ayropa 
Y 6eorpa,Qy, 01,03,2017 , 
1. AyTOpCTBO. ,Q03sofbasaTe YMHO>KaSal-be. AL-1CTP~6Y~L-1jy L-1 [asno caonurraaa-ee 
nena . III npepane, aKO ce uasene IIIMe ayropa Ha Ha4~H oApef)eH OA crpaae ayropa 
\f1nlll nasaoua naueaue, 4aK L-1 y KOMep~L-1janHe cspxe . OSO je Hajcn06oAH~ja OA CSIIIX 
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2. AYTOpCTBO - HeKoMep~MjaIlHo . ,Q03sofbasaTe YMHO>KaSal-be . A\f1CTPL-16Y~l'1jy III 
jasao caonurrasa-se nena, III npepaae, aKO ce HaseAe L-1Me ayropa Ha Ha4111H oApef)eH 
OA crpaae ayropa lIInL-1 nasaoua nauesue. Osa nnueaua Henoseorsasa KOMep~L-1janHY 
ynorpefiy nena . 
3. AYTOpCTBO - HeKoMep~Mj3IlHO - 6e3 npepaaa. ,Q03sofbasaTe yMHO>K8Sal-be, 
AL-1CTpI'16Y~L-1jy L-1 jaeao caonurraeaise nena, 6e3 npoueaa, npeotinasoaa-sa L-1J1L-1 
ynoTpe6e Aena y CSOM Asny, aKO ce HaseAe I'1Me ayropa Ha Ha4\.1H oApef)eH OA 
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~Me ayropa Ha Ha4l11H oApef)eH OA crpase ayropa ~nl'1 nasaoua nauesue III aKO ce 
npepana AL-1CTp~6Ylllpa nOA ~CTOM L-1nL-1 cnlll4HOM nL-1~eH~OM. Osa naueaua He 
noasorsaea KOMep~~janHY ynorpe6y nena L-1 npepana. 
5. AYTOpCTBO - 6e3 npepana. Ilosaorsaaare YMHO>Kaeal-be. AlIIcrplll6Y~lIIjy III [aaso 
caonurrasau,e nena, 6e3 nposseaa. npeotinaxoea-sa L-1nL-1 ynorpetie nena y CSOM neny, 
aKO ce HaeeAe VlMe ayropa Ha Ha4~H oApef)eH OA cTpaHe ayropa L-1n~ Aaeao~a 
naueaue. Osa naueuua noaaorsasa KOMep~~janHY ynorpefiy nena, 
6. AYTOPCTBO - AeIlMTM nOA MCTMM YCIloBMMa. ,Q03sofbasare YMHO>KaSal-be. 
A\.1CTp\f16Y~Vljy ~ jaaao caonurraea-se nena, VI npepaae, aKO ce saeene l1Me ayropa aa 
Ha4~H oApef)eH OA crpaae ayropa lIInlll nasaoua naueaue \f1 aKO ce npepaaa 
AlIIcrpVl6yVlpa nOA VlcrOM L-1nll1 cnVl4HOM nVl~eH~oM. Osa nnueaua noaaorsaea 
KOMep~L-1janHY ynorpe6y nena VI npepaaa. Cn114Ha je coq)TSepCK~M nVl~eHl\aMa. 
OAHOCHO nll1~eH~aMa oraopeaor KOAa. 
